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σi i-ésimo valor singular de la matriz de Hankel H (0)
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θ̈i Aceleración angular de la i-ésima columna respecto del eje vertical

Ξ Matriz de amortiguamiento del sistema

iℵ



XI

ξi Factor de amortiguamiento modal asociado con el i-ésimo modo
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5.2. Planteamiento Teórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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4.8. Peŕıodos, porcentajes de amortiguamientos cŕıticos modales y formas
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8.9. Parámetros modales identificados del modelo de elementos finitos
utilizando el sismo del 16 de enero de 2002. . . . . . . . . . . . . . . 118
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6.4. Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
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de parámetros estructurales de un sistema de un grado de libertad,
utilizando el sismo de SCTEO considerando 5 % de nivel de ruido
blanco y λ = 0.99. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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6.22. Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
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Resumen

El presente documento contiene la información generada y los resultados ob-
tenidos durante el desarrollo de la investigación doctoral de quien lo suscribe. Se
hace una breve revisión del estado del arte en cuanto a identificación de fallas y
monitoreo de la salud estructural en estructuras civiles. Asimismo, como parte de
la investigación doctoral, se incursiona en el modelado de estructuras civiles bajo
las perspectivas del Control Automático y de la Ingenieŕıa Estructural buscando
encontrar un lenguaje común entre ambas disciplinas.

La detección e identificación de fallas en cualquier sistema mecánico puede re-
solverse en dos ambientes distintos a saber: en el espacio de estados y mediante la
ecuación diferencial de segundo orden que define su dinámica. Por tal motivo se
estudian y evalúan dos algoritmos de realización en el espacio de estados, los cuales
proporcionan información útil para generar posteriormente criterios de detección de
fallas; los dos algoritmos estudiados en esta investigación son el denominado ERA-
OKID y el algoritmo de identificación subespacial. En cuanto al uso de la ecuación
diferencial de segundo orden que describe la dinámica de sistemas mecánicos como
los edificios, se emplea el Método de Mı́nimos Cuadrados como metodoloǵıa para la
identificación de los parámetros f́ısicos que caracterizan a las estructuras en estudio.

La evaluación de las tres metodoloǵıas de identificación se lleva a cabo sobre dos
modelos académicos y sobre un edificio real parcialmente instrumentado. En los dos
primeros casos se utilizan simulaciones que se generan utilizando los sismos de El
Centro y SCTEO, mientras que para el edificio real se utilizan los registros de los
cinco sismos de mayor intensidad que han sido captados por la instrumentación con
que cuenta el inmueble. Los resultados obtenidos con los modelos académicos no
son concluyentes en cuanto a las ventajas que representa utilizar preferentemente
alguno de los tres algoritmos debido a los buenos resultados obtenidos con todos
ellos, sin embargo, a partir de los resultados obtenidos en el edificio real, se observan
ventajas importantes en el uso del algoritmo Subespacial, por lo que en la parte final
de la investigación es este el algoritmo que se utiliza.

La última parte del trabajo realizado consiste en la utilización del algoritmo de
identificación Subespacial, en conjunto con una propuesta por parte del autor para
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obtener matrices de rigidez equivalentes, de tal forma que se genera un criterio para
la detección de fallas en un inmueble real parcialmente instrumentado mediante la
variación de la norma cuadrática de las matrices de rigidez equivalentes calculadas.
La propuesta se sustenta sobre los resultados de simulaciones en los que se genera
un patrón de fallas progresivas en la estructura del edificio en estudio, para lo que
se utiliza un modelo de elementos finitos que es excitado con el registro escalado
del sismo de mayor intensidad captado hasta el d́ıa de hoy por la instrumentación
parcial instalada en el inmueble.

Por último, se presentan las conclusiones de los trabajos realizados y se proponen
posibles ĺıneas de investigación a seguir.
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Abstract

This report presents the information and the results obtained from the author’s
PhD research. A brief review of the state of art in fault detection and identification
techniques, and building health monitoring is presented. In the same way, the use of
Automatic Control and Structural Engineering techniques to model civil structures
is reported; the followed procedures allow to look for a common language between
both disciplines.

Fault detection and identification techniques for all mechanic systems could be
represented within the state space or by the second order differential equation that
describes their dynamics. For that reason, the ERA-OKID and subspace identifi-
cation algorithms are evaluated here in order to obtain a realization of the studied
system. Once the realization is obtained, it is proposed a fault detection criteria. On
the other hand, the Least Squares Method is used with the second order differential
equation that describes the system’s dynamics in order to identify the structure’s
parameters.

The three identification methodologies are evaluated with two academic models
and with a real building having a partial seismic instrumentation. The academic mo-
dels are identified via simulations based on the El Centro and SCTEO earthquakes,
while the real building is identified using the seismic records of the five earthquakes
with highest intensity that have been registered by the seismic instrumentation.
The good academic models results obtained with the three methodologies did not
allow to define any advantages between them, however, the excellent real building
subspace identification results show that this kind of algorithms is the best one in
order to continue with the final research.

The Subspace identification algorithm and an author’s proposal for the equiva-
lent stiffness matrices computation are applied in order to obtain a fault detection
criteria for buildings with partial seismic instrumentation. The proposed fault de-
tection criteria is based on the equivalent stiffness matrices square norm’s change.
The proposal is tested using the real building finite element model with progressi-
ve stiffness and strength degradation, due to the action at the model base of the
scaled highest seismic record registered by the seismic instrumentation installed in
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the building.
Finally, the research conclusions and possible investigation perspectives are pre-

sented.
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Introducción

El presente documento tiene como objetivo el hacer un recuento del trabajo desarro-
llado por el autor en el campo de la detección de fallas en estructuras civiles. Con la
información recopilada en este documento se pretende dar una idea general, pero a
la vez clara, de los avances logrados hasta el momento en un campo de estudio que,
hasta fechas recientes, ha sido poco desarrollado en el ámbito de la Ingenieŕıa Civil
mexicana. Si bien los resultados obtenidos son apenas una muestra de lo mucho
que hay por hacer, en śı mismos representan la trascendencia de la investigación
doctoral realizada por el autor.

En los caṕıtulos que siguen se podrá encontrar la historia de la investigación de-
sarrollada. En primer término, el lector encontrará el enfoque que algunos investiga-
dores le han venido dando, a lo largo de dos décadas, al estudio de la identificación
y detección de fallas en estructuras civiles, esta revisión de métodos y bibliograf́ıa se
presenta en el Caṕıtulo 1, llamado Antecedentes. En el Caṕıtulo 2, llamado Mode-
lado de Estructuras Civiles, se reflexiona sobre la importancia de tener un lenguaje
común cuando dos o más disciplinas de la ciencia tratan de interactuar, para ello
se presenta el estudio realizado para el modelado de estructuras civiles desde los
puntos de vista del Control Automático y la Ingenieŕıa Estructural; los resultados
obtenidos demuestran que ambas disciplinas tienen más en común de lo que a pri-
mera instancia se puede pensar. A partir de los buenos resultados obtenidos en el
caṕıtulo anterior, se decidió incursionar en algoritmos en el espacio de estados am-
pliamente utilizados en el Control Automático, y de cuyas ventajas aún no se hace
un uso pleno en la Ingenieŕıa Estructural; el estudio realizado con estos algoritmos
se muestra en los Caṕıtulos 4 y 5; sin embargo, para poder aprovechar los resultados
obtenidos con dichos algoritmos es necesario introducir previamente la teoŕıa sobre
los parámetros modales que definen el comportamiento de una estructura, es por
ello que se introduce el Caṕıtulo 3, llamado Obtención de Parámetros Modales, del
cual se obtendrán las bases teóricas para las aplicaciones prácticas de los caṕıtu-
los que le siguen. Una vez preparado el camino a seguir, en los Caṕıtulos 4 y 5
se muestra cómo se puede llevar a cabo la identificación de sistemas mecánicos en
el espacio de estados. En el primero de ellos se evalúa el algoritmo llamado ERA-
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OKID , mientras que en el segundo se trata el uso del algoritmo Subespacial . Si bien
los dos algoritmos presentados son un ejemplo de la experiencia adquirida por el
autor en Control Automático, en sus fundamentos teóricos se encuentran diferencias
notables en las que bien vale la pena detenerse para comprender mejor las bondades
de cada uno de ellos. No obstante los buenos resultados obtenidos en estos caṕıtu-
los, fue importante incursionar en la identificación de los sistemas en estudio en un
ambiente más natural para el ingeniero civil, motivo por el cual se realiza la puesta
a punto del método de mı́nimos cuadrados sobre la ecuación diferencial de segundo
orden que define el movimiento de este tipo sistemas, los resultados se muestran en
el Caṕıtulo 6, denominado Método de Mı́nimos Cuadrados para Identificación.

En los últimos tres caṕıtulos recién descritos, se trabaja la identificación de
sistemas bajo la perspectiva de la identificación y detección de fallas; para lo cual
fue necesario utilizar modelos académicos comunes a todos ellos, que describen
estructuras de uno y tres grados de libertad sometidos a una excitación en su base.
El objetivo de utilizar estos modelos académicos es el de comparar el resultado
de los diferentes algoritmos bajo condiciones totalmente controladas y conocidas.
Una vez que se avanzó sobre esta ĺınea, el siguiente paso, no del todo natural, en
la búsqueda de un procedimiento para la detección de fallas en estructuras civiles,
es el instrumentar lo ya probado bajo condiciones controladas, en un sistema real;
es decir, sobre una edificación susceptible de ser identificada en sus parámetros
estructurales básicos. Lo anterior se logró aplicando los algoritmos de identificación
en un inmueble parcialmente instrumentado en la Ciudad de México. Con ayuda de
la historia de aceleración captada en el inmueble para el sismo de mayor intensidad
registrado hasta el momento por la instrumentación instalada, se logra identificar
los parámetros modales del inmueble y, con base en los resultados obtenidos en este
problema real, se decidió continuar la investigación bajo el esquema del algoritmo
subespacial .

El lograr obtener los parámetros modales, de los tres modelos estudiados, es
un primer paso en la búsqueda de un procedimiento para la detección de fallas en
estructuras civiles parcialmente instrumentadas. Se requiere de un paso adicional
para generar un criterio que establezca el nivel de salud estructural que presenta
el inmueble. Por tal motivo, antes de pasar a la investigación sobre la detección de
fallas progresivas en el modelo del edificio real, se presenta el Caṕıtulo 7, en el que
se hace una propuesta para obtener matrices de rigidez equivalentes del edificio real,
a partir de la realización utilizando datos generados por la instrumentación parcial,
que permitan establecer criterios de identificación y detección de fallas; el caṕıtulo
en cuestión se ha denominado Propuesta para la Obtención de Matrices de Rigidez
Equivalentes.

El punto culminante de la investigación doctoral que se presenta en este do-
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cumento se concentra en el Caṕıtulo 8, denominado Identificación de Fallas con
Instrumentación Parcial, en él se pueden encontrar los resultados obtenidos por el
autor en la identificación de los parámetros modales y de matrices de rigidez equi-
valentes del edificio parcialmente instrumentado, bajo el supuesto de un deterioro
progresivo en el inmueble provocado por daños en sus elementos estructurales. En
primer término se procede a obtener los parámetros modales y matrices de rigidez
equivalentes, utilizando las historias de aceleración de los cinco sismos de mayor
intensidad captados hasta el d́ıa de hoy por la instrumentación śısmica con la que
se cuenta; esta identificación se lleva a cabo de dos formas distintas, en la primera
de ellas se utilizan las historias de aceleración registradas en los niveles instrumen-
tados, en la segunda se utilizan la historias de aceleración captadas en la base del
inmueble para excitar un modelo de elementos finitos de la estructura en cuestión.
La realización de ambas identificaciones tiene como objetivo el validar el uso del
modelo de elementos finitos del inmueble para simular fallas en el mismo. La si-
guiente y última etapa consiste en utilizar las simulaciones generadas a partir del
sismo de mayor intensidad actuando sobre el modelo de elementos finitos en el que
se va modelando al inmueble con diferentes estapas de falla progresiva. Los resulta-
dos muestran la dificultad de establecer un criterio de detección de fallas mediante
la observación del cambio de rigidez de estructuras tan complejas como las edifi-
caciones civiles, por lo que se plantea la necesidad de complementar las técnicas
empleadas con observaciones del comportamiento de otras variables en la respuesta
de las estructuras civiles.

Como última parte del reporte de la investigación doctoral, se presentan las
conclusiones generales del trabajo realizado y se plantean algunas ĺıneas de investi-
gación susceptibles de ser desarrolladas en futuras investigaciones.

Por último, antes de la bibliograf́ıa general de este reporte, se presentan tres
apéndices. En el primero de ellos, Apéndice A, se hace una revisión de las fuentes de
información recomendadas para el seguimiento de este trabajo, mismas que pueden
ser utilizadas por el lector interesado en profundizar en esta ĺınea de investigación.
En el Apéndice B se enlistan los trabajos publicados en congresos internaciona-
les; estas publicaciones son parte de los productos generados en esta investigación.
Finalmente, en el Apéndice C, se enlistan los trabajos sometidos a revistas interna-
cionales, los cuales resumen y presentan los principales resultados reportados en el
presente documento.
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Caṕıtulo 1

Antecedentes

El enfoque principal de este trabajo de investigación gira alrededor de la identi-
ficación y detección de fallas, en estructuras civiles parcialmente instrumentadas,
mediante la observación de cambios en la respuesta del sistema en vibración. Diver-
sos investigadores alrededor del mundo han incursionado en este campo utilizando
diferentes técnicas de análisis. Los análisis que han utilizado incluyen la observación
de cambios en las frecuencias modales, cambios en las formas modales registradas
y cambios en los coeficientes de flexibilidad medidos en la estructura. Asimismo, se
han desarrollado investigaciones utilizando métodos que consideran la obtención de
nuevas matrices del sistema como las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento,
la obtención de la respuesta no lineal del sistema, y la detección de daños utilizando
redes neuronales artificiales. El tipo de estructuras en las que se han desarrollado
estas investigaciones son variados, entre ellos se incluyen vigas, armaduras, placas,
cascarones, puentes, plataformas marinas, estructuras aeroespaciales, y estructuras
compuestas [11].

El ideal que se busca en el proceso de monitoreo de la salud estructural de un
sistema, como las estructuras civiles, es el obtener un procedimiento robusto que
sea capaz de identificar el daño que se está produciendo desde sus etapas iniciales,
localizar el daño de acuerdo con la resolución que proveen los sensores de medición,
hacer una estimación de la severidad del daño, y predecir la vida útil remanente
de la estructura. Además, se busca que la metodoloǵıa empleada sea lo más au-
tomatizada posible y, que en su puesta a punto más desarrollada, no dependa del
criterio personal del usuario o de un modelo anaĺıtico de la estructura en estudio.
Sin embargo, dada la complejidad del tipo de estructuras en donde se busca utili-
zar estas metodoloǵıas, en una meta inicial se puede pensar en utilizar mediciones
de la estructura sin daño para utilizarlas como punto de comparación en futuras
mediciones de la respuesta de la misma [11].
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2 Antecedentes

De forma más puntual se pueden establecer los cuatro niveles de identificación
de fallas propuesto por [40] para clasificar a los métodos de identificación de fallas:

Nivel 1: Determinación de la presencia de daño en la estructura.

Nivel 2: Determinación de la localización geométrica del daño.

Nivel 3: Cuantificación de la severidad del daño.

Nivel 4: Predicción de la vida de servicio de la estructura.

Cada uno de estos niveles de identificación de fallas requieren una grado de
refinamiento mayor de los métodos de identificación utilizados, conforme se avanza
de uno a otro nivel. Motivo por el cual a continuación se dará una semblanza,
obtenida de la referencia [11], de los requerimientos y del tipo de análisis que se han
venido empleando para cada uno de ellos.

1.1. Cambios en las Frecuencias Modales

Los métodos que se basan en cambios de las frecuencias modales tienen limi-
taciones prácticas importantes, ya que, al constituir éstas una propiedad global de
la estructura, no es muy claro que cambios en este tipo de propiedades sean útiles
para determinar más allá de la mera existencia de daños. Por lo anterior, es de
esperarse que los métodos basados en este criterio, no sean capaces de proporcionar
información espacial de los cambios en la estructura sobre la que se implementan.

Bajo este criterio de identificación se han desarrollado métodos que caen en dos
categoŕıas principales, las cuales se han designado como El Problema Hacia Adelante
y como El Problema Inverso.

1.1.1. El Problema Hacia Adelante

Estos métodos caen usualmente en el Nivel 1 (determinación de la presencia de
daño en la estructura) de la identificación de daños y consisten en calcular el cambio
en las frecuencias modales a partir de un tipo de daño conocido. Comúnmente
el daño se modela matemáticamente y posteriormente, para determinar el daño,
las frecuencias medidas son comparadas con las frecuencias predichas. Resultados
interesantes sobre estructuras civiles de grandes dimensiones, la mayoŕıa de ellas
plataformas marinas, utilizando metodoloǵıas de este tipo se pueden encontrar en
las referencias [2], [5], [8], [12], [22], [28], [34], [36], [49], [52], [53].
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1.1.2. El Problema Inverso

Estos métodos se ubican por lo general en los Niveles 2 (determinación de la
localización geométrica del daño) y 3 (cuantificación de la severidad del daño) de la
identificación de daños, consisten en calcular los parámetros de daño como pudieran
ser la longitud y/o localización de una grieta, a partir de cambios en las frecuencias.
En este caso, los investigadores que han llegado a la puesta a punto de su propuesta
en estructuras civiles de grandes dimensiones son pocos, entre ellos se pueden contar
los trabajos descritos en las referencias [3] y [43].

1.2. Cambios en las Formas Modales

Son numerosos los investigadores que han utilizado este criterio para desarrollar
métodos de identificación de fallas, buena parte de ellos usan el criterio de seguro
modal (MAC en sus siglas en inglés) para determinar el nivel de correlación entre los
modos para determinar la presencia de daño. Trabajos representativos que utilizan
este criterio se pueden encontrar en las referencias [23], [45] y [51].

Una alternativa de utilización de las formas modales para obtener información
espacial sobre los cambios en la respuesta del sistema, es el utilizar las derivadas de
las formas modales, tales como la curvatura. Los resultados obtenidos mediante este
criterio son extremos, la diferencia depende básicamente del tipo de señal que se
utiliza; sin ser concluyentes se puede decir que los resultados no han sido muy buenos
cuando se utilizan datos experimentales, ya que uno de los factores más importantes
en la utilización de estos métodos es la selección de cuáles modos utilizar para el
análisis (ver [24] y [42]), ya que la información que se pueda obtener de cualesquiera
de los modos utilizados, dependerá de la localización de los sensores de medición
respecto a la amplitud de la forma modal asociada.

1.3. Métodos Basados en la Medición Dinámica

de la Flexibilidad

Otra clase de métodos utilizados para la identificación de daños se basan en el
uso de la matriz de flexibilidades medida dinámicamente para estimar cambios en el
comportamiento estático de la estructura. Debido a que la matriz de flexibilidades
está definida como la inversa de la matriz estática de rigideces, puede emplearse
para relacionar las fuerzas estáticas aplicadas y el desplazamiento resultante en la
estructura. Por lo tanto, cada columna de la matriz de flexibilidades representa
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el patrón de desplazamientos de la estructura asociada con una fuerza unitaria
aplicada en el grado de libertad asociado.

La matriz de flexibilidades medida es estimada a partir de los modos y formas
modales normalizados respecto de la masa. Esta formulación es aproximada, debido
al hecho de que sólo los primeros modos de la estructura (normalmente los modos
con frecuencias más bajas) pueden ser medidos. La obtención de la matriz de flexi-
bilidades completa requeriŕıa del cálculo de todos los modos y formas modales de
la estructura.

Estos métodos tratan la problemática concernida de diferentes maneras, a saber:
Comparación de Cambios de Flexibilidad, Método de la Revisión de Unidad, Método
de la Matriz de Error de la Rigidez , Efectos de la Flexibilidad Residual y Cambios
en la Matriz de Rigidez Medida.

1.3.1. Comparación de Cambios de Flexibilidad

El uso de la medición de la flexibilidad como ı́ndice para indicar la integridad
relativa de puentes ha sido utilizado por diversos autores, [1], [31] y [48]; el resto
de los autores han instrumentado la metodoloǵıa en sistemas estructurales menos
complejos.

1.3.2. Método de la Revisión de Unidad

Este método está basado en la relación de la pseudoinversa entre la matriz de
flexibilidades medida dinámicamente y la matriz de rigidez de la estructura. Se
establece un error que mide el grado en el que la relación de la pseudoinversa es
satisfecha. Uno de los trabajos representativos de esta metodoloǵıa se encuentra en
[26].

1.3.3. Método de la Matriz de Error de la Rigidez

Este método se basa en el cálculo de una matriz de error que es función del
cambio de la flexibilidad en la estructura y de la matriz de rigidez de la estructura
sin daño. El trabajo reportado en [18] demuestra la dependencia de este método
respecto del tipo de reducción que se aplique a la matriz, y al número de modos
que se utilicen para formar a la matriz de flexibilidades; el autor compara diferentes
procedimientos para llevar a cabo la reducción de la matriz.
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1.3.4. Efectos de la Flexibilidad Residual

La matriz de flexibilidad residual representa la contribución de los modos que
quedan fuera del ancho de banda de medición, para la matriz de flexibilidad, de tal
suerte que es posible relacionar a la matriz de flexibilidad “real” con los modos me-
didos y con la flexibilidad residual. Un ejemplo de cómo se utiliza esta metodoloǵıa
se puede encontrar en [10].

1.3.5. Cambios en la Matriz de Rigidez Medida

Una variante en el uso de la matriz de flexibilidad medida dinámicamente es la
utilización de la matriz de rigidez medida dinámicamente, ésta se define como la
pseudoinversa de la matriz de flexibilidad medida dinámicamente. Los trabajos en
[38] y [41] muestran resultados obtenidos con este tipo de metodoloǵıa.

Nota 1.1 Como se puede observar en la breve revisión bibliográfica que se ha pre-
sentado, la inquietud por llevar a cabo el monitoreo de la salud estructural de obras
civiles es algo que se ha venido desarrollando constantemente en los últimos 20
años a nivel mundial. No obstante lo anterior, en la Ciudad de México sólo unos
cuanto edificios han sido instrumentados, principalemente por limitaciones de tipo
económico, y muy pocos estudios se han realizado en este campo de la ciencia. Por
otro lado, aún los inmuebles que se encuentran instrumentados, no cuentan con la
cantidad de sensores suficientes para llevar a cabo un monitoreo adecuado de su
comportamiento estructural, con alguno de los métodos propuestos por los diversos
autores citados, por lo que existe la necesidad de plantear metodoloǵıas que permitan
obtener la mayor cantidad de información posible para desarrollar esta tarea bajo
las condicionantes que una instrumentación parcial impone.
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Caṕıtulo 2

Modelado de Estructuras Civiles

2.1. Introducción

El primer trabajo desarrollado en el marco de la investigación doctoral aqúı repor-
tada fue en el modelado matemático de estructuras civiles, buscando aplicar en ellas
las técnicas de detección de fallas desarrolladas anteriormente para robots (esto es
cadenas cinemáticas controladas). Una de las premisas fue lograr que los modelos
fueran adecuados para aplicar dichas técnicas, pero que a su vez representaran el
comportamiento f́ısico de estructuras flexibles. Una parte de este desarrollo fue el
buscar conciliar los conceptos que, sobre las estructuras flexibles, se tienen en el
campo del Control Automático y en la dinámica estructural. Como es sabido en
el medio de la Ingenieŕıa Estructural, las estructuras flexibles son “aquellas cuyas
propiedades mecánicas incluyen vibraciones periódicas con algunas frecuencias do-
minantes, resonancia, y modos naturales de vibración” [16], mientras que desde el
punto de vista del Control Automático, una estructura flexible es “un sistema lineal
con propiedades oscilatorias caracterizadas por una amplificación fuerte a señales
armónicas con ciertas frecuencias, con estados débilmente correlacionados y cuyos
polos complejos conjugados tienen partes reales pequeñas” [16].

A continuación se desarrollan cuatro modelos matemáticos para cuatro formas
diferentes de concebir una estructura civil tal como pudiera ser un edificio común.
En todos ellos se limita el desarrollo a sistemas con tres grados de libertad sobre
una base deslizante, buscando con ello simular el comportamiento de un edificio de
tres niveles sujeto a la excitación śısmica. La filosof́ıa del modelado utlizada fue la
de Euler-Lagrange por medio de la obtención de la coenerǵıa cinética T y la enerǵıa
potencial V para aplicar la ecuación de Lagrange, la cual establece que:
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8 Modelado de Estructuras Civiles

d

dt

(
∂T

∂q̇r

)
− ∂T

∂qr
+
∂F

∂q̇r
+
∂V

∂qr
= Qr, r = 1, 2, . . . , n, (2.1)

donde Qr es el vector de las fuerzas externas aplicadas al sistema y F una función
que permite considerar a las fuerzas no conservativas que se encuentran presentes en
el sistema, la cual básicamente denotará al amortiguamiento [32] y [33]; qr representa
al vector de coordenadas generalizadas y t denota como es costumbre la variable
temporal. Cabe mencionar que lo reportado en este caṕıtulo fue publicado en [39].

2.2. Modelo 1: Péndulo Invertido con Rigidez Con-

centrada en las Masas

El modelo 1 es el caracteŕıstico del modelado de robots [44] (ver figura 2.1,
en la que mi denota la i-ésima masa, ki denota la rigidez del i-ésimo resorte, ci
denota el amortiguamiento del i-ésimo amortiguador, hi denota la altura de la i-
ésima columna y θi denota el ángulo de giro de la i-ésima columna respecto del eje
vertical). Se basa en el concepto de péndulo invertido sobre el que actúa la gravedad,
aunque en este caso se consideran además resortes y amortiguadores rotacionales
concentrados en las masas que buscan representar a la rigidez y amortiguamiento
provisto por los elementos verticales en los edificios.

Las ecuaciones que se obtienen después de desarrollar la ecuación (2.1) para
este modelo presentan términos no lineales. Si se considera que las deformaciones se
mantendrán pequeñas, es posible linealizar el sistema de ecuaciones obtenido, tras
lo cual el sistema de ecuaciones resultante se muestra en la ecuación (2.2) [39].

iℵ
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Figura 2.1: Modelo 1: Péndulo Invertido con Rigidez Concentrada en las Masas.
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2.3. Modelo 2: Péndulo Invertido con Rigidez Ad-

yacente a las Masas

El modelo 2 (ver figura 2.2) es similar al modelo 1 salvo que en este caso los
resortes y amortiguadores rotacionales no se encuentran concentrados en las masas,
sino que se localizan sobre las mismas.

En la ecuación (2.3) [39] se muestra el sistema de ecuaciones linealizado que
describe el comportamiento de este modelo.
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Figura 2.2: Modelo 2: Péndulo Invertido con Rigidez Adyacente a las Masas.
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2.4. Modelo 3: Edificio de Cortante en Coorde-

nadas Generalizadas

El modelo 3 es el caracteŕıstico del modelado de estructuras civiles tales como
edificios (ver figura 2.3, en la que mi denota la i-ésima masa, ki, ci y hi denotan la
rigidez, amortiguamiento y altura de la i-ésima columna respectivamente), los cuales
poseen un número muy elevado de grados de libertad. En la práctica los grados de
libertad se simplifican utilizando la consideración de edificio de cortante, el cual
considera para el desplazamiento total únicamente a los desplazamientos en sentido
horizontal de los niveles y se desprecian a los desplazamientos verticales generados
a partir de las rotaciones en la base de las columnas [7], [37] y [46]. Sin embargo, a
pesar de que los desplazamientos verticales de las masas son despreciados, el efecto
de la gravedad se considera a través del efecto P −∆, el cual es un par de segundo
orden generado por la acción del peso de cada nivel al desplazarse horizontalmente
[7], [37] y [46]. Por otro lado, el sistema de coordenadas en el que se desarrollan las
ecuaciones es el de coordenadas generalizadas.

Figura 2.3: Modelo 3: Edificio de Cortante en Coordenadas Generalizadas.

En el caso de este modelo las ecuaciones que se obtienen después de aplicar a
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la ecuación (2.1) son lineales y se pueden escribir directamente de forma matricial
[39] como se muestra en la ecuación (2.4).
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2.5. Modelo 4: Edificio de Cortante en Coorde-

nadas No Generalizadas

El modelo 4 (ver figura 2.4) es similar al modelo 3 en todas las consideraciones,
sin embargo, en este caso el sistema de coordenadas utilizado para desarrollar las
ecuaciones es un sistema de coordenadas no generalizado, es decir, las diferentes
coordenadas no son independientes de las variaciones que se lleguen a presentar en
otras coordenadas. Esta variación se considera ya que es en este tipo de coordenadas
como se obtienen las ecuaciones en el ámbito de la dinámica estructural.

La ecuación que describe al comportamiento dinámico de este modelo se presenta
en la ecuación (2.5) [39].
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Figura 2.4: Modelo 4: Edificio de Cortante en Coordenadas No Generalizadas.
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2.6. Conclusiones

Se obtuvieron las ecuaciones que describen el comportamiento de cada uno de
los modelos. En base a estas ecuaciones se realizaron simulaciones con el programa
de cómputo DymolaMR [47] con el fin de comparar sus comportamientos y esta-
blecer similitudes entre ellos. Un primer resultado de estas simulaciones fue que
los modelos 1 y 2 pueden ser linealizados, bajo la consideración de deformaciones
pequeñas, sin detrimento en los valores de desplazamientos, velocidades y acele-
raciones calculados [39]. Por otro lado, un resultado de mayor importancia fue el
hecho de que, con valores adecuados para las rigideces de los resortes helicoidales, el
modelo 2 es equivalente a los modelos 3 y 4, lo cual tiende un primer v́ınculo entre
los modelos para robots y los modelos para estructuras civiles [39]. Este resultado
permitió pensar en la posibilidad de utilizar técnicas de identificación de fallas, ya
desarrolladas para robots, en estructuras civiles.
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Caṕıtulo 3

Obtención de Parámetros Modales

3.1. Introducción

Antes de continuar con la obtención de la realización de los sistemas que se estu-
dian es necesario hacer una precisión en cuanto al dominio en el tiempo en el que se
trabaja. Si bien es cierto que los sistemas dinámicos que obedecen a la segunda ley
de Newton, y que se representan mediante ecuaciones diferenciales, nos llevan a una
representación en tiempo continuo; la realidad es que la mayoŕıa de las observacio-
nes del comportamiento de los sistemas, tales como las aceleraciones, velocidades
o desplazamientos, se miden a intervalos discretos de tiempo, por lo que los datos
utilizados para realizar la identificación deben ser empleados en algoritmos discretos
y no en continuos. Los algoritmos de identificación descritos en los caṕıtulos sub-
secuentes son precisamente algoritmos discretos, por lo que las matrices obtenidas
mediante su ejecución son discretas. Siguiendo adelante es evidente que cualquier
parámetro modal obtenido a partir de dichas matrices tiene significado matemático
en el plano complejo C, sin embargo, este significado matemático no tiene ningún
equivalente desde el punto de vista f́ısico, al menos en el sentido de lo que se maneja
comúnmente en la dinámica estructural. Por lo anterior, es necesario transformar
las matrices estimadas para el sistema en tiempo discreto, en matrices del mismo
sistema, pero en tiempo continuo. Para ello es posible utilizar algoritmos ya im-
plementados en funciones de programas como MatlabMR, que permiten ir de una
representación en tiempo discreto a otra en tiempo continuo, siempre que se conozca
el intervalo de muestreo al que se registraron las mediciones.

Tomando en cuenta lo anterior, el siguiente paso consiste en obtener, a partir
de las matrices estimadas con los algoritmos en el espacio de estados, un conjunto
de matrices constantes A, B, C y D en tiempo continuo, que puedan ser utilizadas
para obtener los parámetros modales del sistema.
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3.2. Planteamiento Teórico

En la literatura [4], [16], [19], [20] y [21] se encuentra que a partir de los valo-
res propios de la matriz A, es posible obtener el amortiguamiento y las frecuencias
naturales amortiguadas del sistema. Sin embargo, este resultado no es siempre evi-
dente a primera vista, por lo que a continuación se muestra la justificación para
ello.

Partamos del hecho de que el comportamiento dinámico de una estructura civil,
como el de cualquier otro sistema mecánico, puede ser descrito por las ecuaciones
(3.1) y (3.2).

[M ] {ẍ}+ [Ξ] {ẋ}+ [K] {x} = [B0] {u} , (3.1)

{y} = [C0x] {x}+ [C0v] {ẋ} . (3.2)

En donde [M ] es la matriz de masa del sistema con dimensión n × n, [Ξ] es la
matriz de amortiguamiento con dimensión n × n, [K] es la matriz de rigidez con
dimensión n × n, [B0] es la matriz de s entradas, [C0x] es la matriz de r salidas
de desplazamientos, [C0v] es la matriz de r salidas de velocidades; {ẍ}, {ẋ} y {x}
son los vectores de aceleración, velocidad y desplazamiento con dimensiones n× 1,
mientras que {u} y {y} son los vectores de s entradas y r salidas respectivamente,
y n es el número de grados de libertad del sistema. La matriz de masa es positiva
definida, y las matrices de amortiguamiento y rigidez son positivas semidefinidas.
En adelante se obviarán la mayor parte de los paréntesis cuadrados y de las llaves
para facilidad de notación, entendiéndose de antemano que las variables escritas
con letra mayúscula son matrices, en tanto que las escritas con letra minúscula son
vectores; por otro lado, los escalares se indicarán en cada caso particular para evitar
confusión.

Se define un vector de estado w:

w =

{
x
ẋ

}
,

en el cual la primera componente es el desplazamiento del sistema, y la segunda
componente es la velocidad del sistema. En este caso, después de manipular ade-
cuadamente las dos últimas ecuaciones se llega a la siguiente representación en el
espacio de estados (ecuaciones (3.3) y (3.4)) en donde la dimensión del modelo es
de dos veces el número de grados de libertad del sistema.
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d

dt

{
x
ẋ

}
=

[
0 I

−M−1K −M−1Ξ

]{
x
ẋ

}
+

[
0

M−1B0

]
u, (3.3)

y =
[
C0x C0v

]{ x
ẋ

}
, (3.4)

en donde:

A =

[
0 I

−M−1K −M−1Ξ

]
, (3.5)

B =

[
0

M−1B0

]
, (3.6)

C =
[
C0x C0v

]
, (3.7)

definen la tripleta del sistema en el espacio de estados.
Si como parte de las salidas es posible medir la aceleración, entonces se genera

adicionalmente una matriz D que representa el término directo en la salida del
sistema.

Ahora bien, es posible obtener una representación modal en el espacio de es-
tados a partir de la representación anterior. Dicha representación modal tiene una
tripleta Am, Bm y Cm caracterizada por una matriz diagonal bloque Am, y las
correspondientes matrices de entrada y salida (ecuación (3.8)).

Am = diag (Ami) , Bm =




Bm1

Bm2
...

Bmn


 , Cm =

[
Cm1 Cm2 · · · Cmn

]
,

(3.8)

para i = 1, 2, . . . , n, siendo n el número de modos, y en donde Ami, Bmi y Cmi son
bloques de 2× 2, 2× s y r × 2 respectivamente.

Los bloques Ami pueden presentarse de cuatro formas diferentes. Sin embargo,
para poder llegar a cada una de ellas es necesario retomar el concepto de modo en
un edificio.

Partimos de un problema común de valores propios como el definido por la
ecuación (3.9).
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20 Obtención de Parámetros Modales

Aφ = λφ, (3.9)

donde φ, que es un vector distinto de cero, es un vector propio de A si para cierto
escalar λ se cumple con la ecuación (3.9). El escalar λ, que puede ser cero, es un
valor propio de A asociado con el vector propio φ.

Partiendo de la ecuación anterior se tiene que:

Aφ = λφ ⇒ Aφ = λIφ

⇒ Aφ− λIφ = 0

⇒ (A− λI)φ = 0, (3.10)

De la ecuación (3.10) φ es un vector propio de A si y sólo si es una solución no
trivial del sistema homogéneo (A− λI)φ = 0. En este caso, φ es un vector distinto
de cero que pertenece al espacio nulo de A−λI. El sistema tendrá una solución no
trivial si y sólo si el determinante de la matriz polinomial λI − A es igual a cero.
Aśı, λ es un valor propio de A si y sólo si det (A− λI) = 0, donde det (•) denota
el determinante de la matriz argumento.

Si se considera únicamente la parte homogénea de la ecuación (3.1) sin tomar
en cuenta el amortiguamiento, se llega a la ecuación (3.11):

Mẍ+Kx = 0. (3.11)

Ahora bien, si se acepta que la estructura vibrará de acuerdo con un patrón
de movimiento armónico, para el que ẍ = −ω2x siendo ω la frecuencia natural de
vibración, la ecuación (3.11) toma la siguiente forma:

−ω2Mx+Kx = 0,(
K − ω2M

)
x = 0,(

M−1K − ω2M−1M
)
x = 0,(

M−1K − ω2I
)
x = 0. (3.12)

De las ecuaciones (3.10) y (3.12) es evidente que las frecuencias naturales de la
estructura no son otra cosa más que la ráız cuadrada de los valores propios de la
matriz [M−1K], y que cada uno de ellos estará asociado a un vector propio, o forma
modal, x = φ tal que se cumpla con la ecuación de referencia.
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El resultado anterior es de suma importancia en tanto que se puede demostrar [9]
que las formas modales correspondientes a diferentes frecuencias naturales satisfacen
las siguientes condiciones de ortogonalidad (ecuación (3.13)) para cuando ωn 6= ωr:

φTnKφr = 0, φTnMφr = 0. (3.13)

La ortogonalidad de las formas modales implica que las siguientes matrices cua-
dradas son diagonales (ecuación (3.14)):

Mm ≡ ΦTMΦ, Ξm ≡ ΦTΞΦ, Km ≡ ΦTKΦ, (3.14)

es decir, que son matrices que definen una serie de sistemas desacoplados entre
śı, en un nuevo sistema de coordenadas generalizadas conocidas como coordenadas
modales, donde Φ =

[
φ1 φ2 · · · φn

]
es la matriz compuesta por las formas

modales.
Para aprovechar este nuevo sistema de coordenadas generalizadas q, donde

x = Φq, las ecuaciones (3.1) y (3.2) se pueden reescribir como se muestra en las
ecuaciones (3.15) y (3.16).

MΦq̈ + ΞΦq̇ +KΦq = B0u, (3.15)

y = C0xΦq + C0vΦq̇. (3.16)

Premultiplicando ambas ecuaciones por ΦT se obtiene:

ΦTMΦq̈ + ΦTΞΦq̇ + ΦTKΦq = ΦTB0u,

Mmq̈ + Ξmq̇ +Kmq = B0mu, (3.17)

ΦTy = ΦTC0xΦq + ΦTC0vΦq̇,

ym = C0xmq + C0vmq̇, (3.18)

donde:

B0m = ΦTB0,

ym = ΦTy,

C0xm = ΦTC0xΦ,

C0vm = ΦTC0vΦ.
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Con base en el nuevo sistema de coordenadas, la ecuaciones (3.3) y (3.4) se
pueden escribir como:

d

dt

{
q
q̇

}
=

[
0 I

−M−1
m Km −M−1

m Ξm

]{
q
q̇

}
+

+

[
0

M−1
m B0m

]
u, (3.19)

ym =
[
C0xm C0vm

]{ q
q̇

}
, (3.20)

en donde se redefinen:

A =

[
0 I

−M−1
m Km −M−1

m Ξm

]
, (3.21)

B =

[
0

M−1
m B0m

]
, (3.22)

C =
[
C0xm C0vm

]
. (3.23)

Si bien es cierto que las ecuaciones (3.19) y (3.20) fueron obtenidas utilizando
los desplazamientos modales q, no son todav́ıa la representación en el espacio de
estados modal que se está buscando. Sin embargo, estas ecuaciones servirán como
base para llegar a la tripleta Am, Bm y Cm antes mencionada.

De la teoŕıa de la dinámica estructural [9] se sabe que:

Ω2 = M−1
m Km, (3.24)

Ξm = 2MmZΩ, (3.25)

donde:

Ω ≡ diag (ωi) ,

Z ≡ diag (ξi) ,

recordando que las ωi son las frecuencias naturales de la estructura y los ξi son los
factores de amortiguamiento para cada frecuencia ωi de la estructura.
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Sustituyendo las ecuaciones (3.24) y (3.25) en la ecuación (3.21)se obtiene:

A =

[
0 I
−Ω2 −2ZΩ

]
. (3.26)

Ahora se requieren obtener los valores y vectores propios del sistema en el espacio
de estados (ecuaciones (3.19) y (3.20)), para lo cual basta con sustituir la ecuación
(3.26) en la ecuación (3.10) y resolver para λ, es decir:

(A− λI)φ = 0,([
0 I
−Ω2 −2ZΩ

]
− λ

[
I 0
0 I

])
φ = 0,

[ −λ I
−Ω2 −2ZΩ− λ

]
φ = 0,

det

[ −λ I
−Ω2 −2ZΩ− λ

]
= 0. (3.27)

De la ecuación (3.27) se obtendrán dos λ’s por cada frecuencia natural de la
estructura. Para ello conviene aprovechar el hecho de que, al ser las matrices Ω
y Z diagonales, es posible resolver la ecuación anterior para λ considerando cada
frecuencia natural de la estructura por separado (ecuación (3.28)).

det [Ami − λiI] = 0,

det

[ −λi I
−ω2

i −2ξiωi − λi

]
= 0, (3.28)

λ2
i + 2ξiωiλi + ω2

i = 0. (3.29)

Resolviendo para λi:

λi =
−2ξiωi ±

√
(2ξiωi)

2 − 4ω2
i

2
,

λi =
−2ξiωi ±

√
4ξ2
i ω

2
i − 4ω2

i

2
,

λi =
−2ξiωi ± 2ωi

√
ξ2
i − 1

2
,

λi = −ξiωi ± ωi
√
ξ2
i − 1, (3.30)
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pero como para las estructuras civiles ξi ¿ 1, la ecuación (3.30) se convierte en:

λi = −ξiωi ± jωi
√

1− ξ2
i , (3.31)

donde j =
√−1.

De esta forma, cada matriz diagonal bloque Ami puede ser escrita como se mues-
tra en la ecuación (3.32).

Ami =

[ −ξiωi + jωi
√

1− ξ2
i 0

0 −ξiωi − jωi
√

1− ξ2
i

]
. (3.32)

La ecuación (3.32) es una de las cuatro posibles formas en que se puede repre-
sentar al bloque Ami. En ella se puede observar que al obtener los valores propios
del sistema en tiempo continuo, éstos serán pares de complejos conjugados, en los
cuales de la parte real se obtiene fácilmente el amortiguamiento del sistema y de la
parte imaginaria las frecuencias naturales amortiguadas.

Por otro lado, el vector de estado wm de la representación modal consiste en n
componentes independientes, wmi, que representan un estado de cada modo:

wm =





wm1

wm2
...

wmn




.

Aśı pues, el i − ésimo modo tiene la representación en el espacio de estados
(Ami,Bmi,Cmi), y se obtiene independientemente de las ecuaciones de estado:

{
˙wmi = Amiwmi +Bmiu,

ymi = Cmiwmi,
(3.33)

tal que ym =
∑n

i=i ymi. Todo esto queda justificado por la forma del bloque Ami. El
i− ésimo componente del estado wmi tiene la siguiente forma:

wmi =

{
qmi − jqm0i

qmi + jqm0i

}
. (3.34)

donde qmi y q̇mi son el i− ésimo desplazamiento y velocidad modal respectivamente,
y qm0i = ξiqmi + q̇mi/ωi.

En la práctica común de la Ingenieŕıa Civil, y en espećıfico de la Ingenieŕıa
Śısmica, es casi obligado el hecho de tener que estudiar los modelos estructurales en
términos de coordenadas modales, ya que éstas permiten reducir considerablemente
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el tamaño del problema. No obstante, la representación modal que se utiliza difiere
de la que se muestra en las ecuaciones (3.32) a (3.34). Por otro lado, desde el
punto de vista del Control Automático, la representación modal a la que se ha
llegado, es bastante útil para conocer las caracteŕısticas del sistema en estudio,
cuando se le reconoce como un sistema lineal con coeficientes constantes. Una de
las caracteŕısticas más importantes, aunque no la única, es la de estabilidad, y antes
de seguir adelante, nos detendremos alrededor de este término para tratar de seguir
relacionando los términos y caracteŕısticas del sistema que son significativos para
cada disciplina.

En el ámbito de los sistemas dinámicos, la estabilidad se define con respecto a
un punto de equilibrio dado. Se puede decir que un punto de equilibrio es estable
si, cuando el vector de estado es movido ligeramente de dicho punto, aquel tiende
a retornar a este, o al menos, no se mueve más lejos de él [29].

Como definición se establece que, un punto de equilibrio x̄ de un sistema lineal
invariante en el tiempo como el descrito por las ecuaciones (3.3) ó (3.19) es asintóti-
camente estable si para cualquier condición inicial el vector de estado tiende a x̄
conforme el tiempo pasa. El punto será inestable si para alguna condición inicial el
correspondiente vector de estado tiende hacia infinito.

Es importante observar que la estabilidad de (3.3) ó (3.19) está directamente
relacionada con las correspondientes ecuaciones homogeneas. Considerando el caso
en tiempo continuo, de un punto de equilibrio x̄ tendŕıamos lo siguiente:

ẋ (t) = Ax (t) + b

ẋ (t)− ˙̄x (t) = Ax (t)− Ax̄ (t) + b− b,

por lo tanto,

ẋ (t)− ˙̄x (t) = A
(
x (t)− x̄ (t)

)
.

Es claro que la condición para la que x (t) tienda a x̄ (t) es idéntica a aquella
para la que z (t) = x (t)− x̄ (t) tiende a 0 en el sistema homogéneo mostrado en la
ecuación (3.35).

ż (t) = Az (t) . (3.35)

Por lo tanto, en el caso de sistemas lineales como (3.3) ó (3.19), la estabilidad o
inestabilidad asintótica no depende expĺıcitamente del punto de equilibrio, sino que
es determinado por las propiedades de la ecuación homogenea. Asimismo, como las
soluciones de la ecuación homogénea dependen directamente de los valores propios
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de la matriz A, entonces, estos valores propios definen el tipo de estabilidad que
tiene el sistema. Para observar más claramente esto, supongamos que la matriz del
sistema A es diagonalizable, luego entonces, el sistema se reduce a un conjunto de
ecuaciones de primer orden, cada una de la forma:

żm (t) = λzm (t) , (3.36)

donde λ es un valor propio de A. Las soluciones para este sistema diagonal están
dadas por:

zm (t) = eλtzm (0) . (3.37)

Cada uno de los valores λ puede ser escrito como la suma de una parte real y
una parte imaginaria, es decir, λ = µ + jη, donde j =

√−1 y µ y η son números
reales. De acuerdo con esto se tiene que,

eλt = eµtejηt

y este valor tenderá exponencialmente a cero śı y sólo si µ < 0. En otras palabras,
la parte real de λ debe ser negativa. Por lo tanto, para la estabilidad asintótica
es necesario y suficiente que la parte real de cada valor propio λ sea negativa. En
otras palabras, cada valor λ debe localizarse en el semiplano izquierdo del plano
complejo. Como es evidente, si al menos uno de los valores propios de A tiene una
parte real positiva, el sistema será inestable.

Cuando aplicamos estos resultados a la ecuación (3.31), observamos que en los
modelos que describen a las estructuras civiles, tanto la parte real como la imagi-
naria de los valores λ, dependen de las frecuencias naturales del sistema ω y del
amortiguamiento ξ. No obstante lo anterior, dado que ξ ¿ 1, es en la parte real
en donde el amortiguamiento ejerce su papel importante, y como ω > 0 y ξ > 0,
entonces las estructuras civiles, desde la perspectiva de los sistemas lineales, son
asintóticamente estables.

Nota 3.1 Desde el punto de vista f́ısico es muy esclarecedor el hecho de que, sea la
parte real de los valores propios λ, en donde el amortiguamiento se hace efectiva-
mente presente, la que haga que la respuesta del sistema tienda a cero después de
aplicársele una pequeña perturbación.

Retomando la ecuación (3.8) a partir de la (3.32) y definiendo a Ψ como la
matriz formada por los vectores propios ψi asociados a cada valor propio λi de
A, se observa que la matriz diagonal bloque Am contiene la información de los
factores de amortiguamiento modal y las frecuencias naturales amortiguadas; la
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matriz Bm = Ψ−1B contiene a las amplitudes modales iniciales; y que la matriz
Cm = CΨ contiene a las formas modales. De esta forma, como ya se hab́ıa afirmado
anteriormente, todos los parámetros modales del sistema quedan definidos por la
tripleta Am, Bm, y Cm.

Por otro lado, si bien es cierto que en la matriz Cm se encuentran contenidas
las formas modales del sistema, éstas se encuentran asociadas al estado wm definido
por la ecuación (3.34), y en esta ecuación observamos que el estado está expresa-
do como números complejos conjugados en donde en la parte real se encuentran
los desplazamientos modales, mientras que en la parte imaginaria se encuentran
relacionados los mismos desplazamientos modales con sus respectivas razones de
cambio, o velocidades modales. Esta forma de expresar el estado tiene ventajas que
por el momento no se consideran en el desarrollo del presente trabajo, por lo que es
conveniente utilizar otra de las tres formas restantes que existen para representar al
bloque Ami con la finalidad de obtener una matriz Cm asociada a una representación
del estado con un significado f́ısico más claro.

Las otras tres formas de representar al bloque Ami se muestran en las ecuaciones
(3.38) a (3.40) [16].

Ami =

[
0 ωi
−ωi −2ξiωi

]
, (3.38)

Ami =

[ −ξiωi ωi
−ωi −ξiωi

]
, (3.39)

Ami =

[
0 1
−ω2

i −2ξiωi

]
. (3.40)

De estas últimas es conveniente considerar la definida por la ecuación (3.40), ya
que para este caso, el i− ésimo componente del estado wmi tiene la forma:

wmi =

{
qmi
q̇mi

}
. (3.41)

Como se puede observar, con esta representación, las formas modales contenidas
en la matriz Cm, asociada a la matriz Am, formada a su vez por bloques Ami, que
quedan definidos por (3.40), tienen un significado f́ısico directo en cuanto que son
directamente identificables tanto las frecuencias del sistema como los amortigua-
mientos modales, ya que el estado queda en términos de números reales y no existe
ningún tipo de combinación entre los desplazamientos modales y las velocidades
modales.

Para obtener la nueva tripleta Am, Bm y Cm, basta con realizar las operaciones
indicadas por las ecuaciones (3.42) a (3.45).
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w̄mi = T wmi, (3.42)

Āmi = T AmiT −1, (3.43)

B̄mi = T Bmi, (3.44)

C̄mi = CmiT −1, (3.45)

donde:

T =

[
1
2

1
2−ξiωi+jωi

2
−ξiωi−jωi

2

]
. (3.46)

3.3. Conclusiones

Se han establecido las bases teóricas para que a partir de las matrices estimadas
con los algoritmos en el espacio de estados, se obtenga un conjunto de matrices A,
B, C y D en tiempo continuo, mediante las cuales puedan obtenerse los parámetros
modales del sistema en estudio. Si bien en la literatura se puede encontrar cómo
se ha utilizado este procedimiento por diversos investigadores, se ha incluido este
desarrollo en el presente trabajo para que no sea una caja negra en el trabajo de
investigación que se desarrolla.
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Caṕıtulo 4

Algoritmo de Identificación
ERA-OKID

4.1. Introducción

En el presente caṕıtulo se presenta el primer algoritmo en el espacio de estados utili-
zado en la investigación desarrollada. Este algoritmo ha sido ampliamente utilizado
por diversos autores en diferentes disciplinas desde hace veinte años. Los resulta-
dos del trabajo del Prof. Juang se ven plasmados en este algoritmo [19] y [20], el
cual, en contraste con los algoritmos de realización clasicos, los cuales utilizan a la
matriz generalizada de Hankel, comienza formando una matriz de bloques de datos
que se obtiene de eliminar algunos renglones y columnas de la matriz generalizada
de Hankel, pero manteniendo intacto al primer bloque de la matriz. Además, el
orden estándar de las entradas en la matriz generalizada de Hankel no necesita ser
mantenido.

La matriz de bloques de datos permite incluir solamente señales registradas
sanas sin ninguna pérdida de capacidad. Esto resulta de gran utilidad ya que al-
gunos sensores pueden ser más ruidosos que otros, o bien, algunos sensores pueden
presentar un mal funcionamiento durante la prueba. La principal ventaja de esta
capacidad es el potencial de minimizar la distorsión de los parámetros utilizados
causada por el ruido. Una selección razonada de los datos utilizados en el arreglo de
la matriz de bloques puede servir para minimizar los requerimientos computaciona-
les del método. Una explicación más detallada de los pasos de implementación del
algoritmo se presenta en las secciones subsecuentes.

Por último, se presenta la evaluación del algoritmo en los tres sistemas en es-
tudio, cuyos resultados dan parámetros de comparación respecto de los otros dos
algoritmos utilizados.
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4.2. Planteamiento Teórico

El algoritmo tiene la finalidad de computar una realización de estado del sistema
(4.1) a partir de entradas u (k) y salidas y (k) conocidas.

{
x (k + 1) = Ax (k) +Bu (k) ,
y (k) = Cx (k) +Du (k) ,

(4.1)

donde x (k), u (k) y y (k) son los vectores de estado (n× 1), de control o entradas
(r × 1) y de salidas (m× 1) respectivamente, y en donde n representa el número de
estados; las matrices constantes (A,B,C,D), con dimensiones apropiadas, repre-
sentan la operación interna del sistema y son usadas para determinar la respuesta
del sistema ante cualquier entrada.

La implementación de este algoritmo requiere de dos pasos sucesivos. En el pri-
mero se utiliza el algoritmo de identificación de sistemas basado en un observador y
el filtro de Kalman llamado Observer/Kalman Filter System Identification (OKID
en sus siglas en ingles) para obtener a los parámetros de Markov. En el segundo
paso, tomando como punto de partida los parámetros de Markov previamente obte-
nidos, se utiliza el algoritmo de realización del sistema propio llamado Eigensystem
Realization Algorithm (ERA en sus siglas en inglés) para obtener un modelo del
sistema en el espacio de estados (ver [19] y [20]).

Dado un grupo de datos experimentales de entradas y salidas, el primer paso
del algoritmo consiste en la siguiente secuencia:

1. Calcular los parámetros del observador de Markov. Se debe escoger
un valor para p que determine el número de parámetros del observador de
Markov a ser identificados a partir del conjunto de datos de entradas (u (k))
y salidas (y (k)).

m×l
y = Ȳ

m×[(r+m)p+r]

[(r+m)p+r]×l
V . (4.2)

Por lo general, se requiere que p sea lo suficiente mayor (al menos cuatro o
cinco veces) al orden efectivo del sistema para una identificación adecuada
de la ganancia del filtro de Kalman. Posteriormente se deben formar las dos
matrices y y V como se muestra en la ecuación (4.3) para condiciones iniciales
cero, o bien, las matrices ȳ y V̄, tal y como se muestra en la ecuación (4.4) para
condiciones iniciales diferentes de cero (Ȳ es la matriz que se desea hallar).
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y =
[
y (0) y (1) y (2) · · · y (p) · · · y (l − 1)

]
,

Ȳ =
[
D CB̄ CĀB̄ · · · CĀp−1B̄

]
,

V =




u (0) u (1) u (2) · · · u (p) · · · u (l − 1)
v (0) v (1) · · · v (p− 1) · · · v (l − 2)

v (0) · · · v (p− 2) · · · v (l − 3)
. . .

... · · · · · ·
v (0) · · · v (l − p− 1)



,

(4.3)

ȳ =
[
y (p) y (p+ 1) · · · y (l − 1)

]
,

Ȳ =
[
D CB̄ CĀB̄ · · · CĀp−1B̄

]
,

V̄ =




u (p) u (p+ 1) · · · u (l − 1)
v (p− 1) v (p) · · · v (l − 2)
v (p− 2) v (p− 1) · · · v (l − 3)

· · · · · · . . .
...

v (0) v (1) · · · v (l − p− 1)



, (4.4)

donde:

Ā = A+GC,

B̄ =
[
B +GD −G ]

,

v (k) =

[
u (k)
y (k)

]

y G es una matriz arbitraria de dimensiones n × m escogida de tal manera
que Ā sea estable tal y como se desea.

2. Recuperar los parámetros de Markov del sistema y de la ganancia
del observador. A partir de la identificación de los parámetros del observa-
dor de Markov (esto es

[
CAk−1B CAk−1G

]
), utilice la ecuación (4.5) para

determinar mediante ella a los parámetros combinados del sistema
(
Y (1)

)
y

de la ganancia del observador
(
Y (2)

)
. Para obtener un número de parámetros
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de Markov mayor al número de parámetros del observador de Markov iden-
tificados, simplemente establezca a los parámetros del observador de Markov
extras iguales a cero.

Pk =
[
CAk−1B CAk−1G

]
,

Pk =
[
Ȳ

(1)
k − Ȳ (2)

k D Ȳ
(2)
k

]
−

k−1∑
i=1

Ȳ
(2)
i

[
Yk−i Y 0

k−i
]
, (4.5)

para k = 1, 2, . . . , l.

3. Obtenga un modelo del sistema en el espacio de estados, aśı como
la ganancia del observador a partir de la secuencia recuperada de
los parámetros de Markov del sistema y de la ganancia del observa-
dor. Para ello utilice el algoritmo de realización del sistema propio ERA o el
algoritmo de realización del sistema propio utilizando correlación de datos lla-
mado Eigensystem Realization Algorithm using Data Correlation (ERA/DC
en sus siglas en inglés).

4. Encuentre la solución de los valores propios de la matriz de estado
obtenida y transforme el modelo obtenido a coordenadas modales
para la identificación paramétrica modal. Los parámetros modales inclu-
yen frecuencias, amortiguamientos, aśı como formas modales en la localización
de los sensores.

A continuación, de acuerdo a lo que se indica en el paso 3 de la secuencia anterior,
se implementa al algoritmo ERA (que constituye el segundo paso del algoritmo en
curso), el cual se describe mediante la siguiente secuencia (ver [19] y [20]):

1. Construya una matriz de bloques Hankel H(0) mediante el arreglo
de los parámetros de Markov (muestras de la respuesta a un pulso)
ordenados en bloques con α, β, si (i = 1,2,. . . ,α) y tj (j = 1,2,. . . ,β)
dadas. Ver ecuación (4.6).

H (k − 1) =
[
Ysi+k+tj

]
; Ysi+k+tj = CjA

si+k−1+tjBi, (4.6)

donde s0 = t0 = 0, y si y tj son enteros arbitrarios. Las matrices Bi y CT
j son

subarreglos de B y C, [b1, b2, . . . , br] y
[
cT1 , c

T
2 , . . . , c

T
m

]T
, respectivamente. En
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estas matrices el vector columna bi es el vector de influencia de la entrada de
control i-ésima y el vector renglón cj es el vector de influencia de la medición
del sensor j-ésimo.

Esta ecuación tiene una forma matemática más compleja que la tradicional
matriz Hankel H(k − 1), ecuación (4.7). Sin embargo, representa a la misma
matriz H(k−1) de la ecuación (4.7) después de haber sido eliminadas algunos
renglones y columnas, pero manteniendo intacto el primer bloque, es decir Yk.

H (k − 1) =




Yk Yk+1 · · · Yk+β−1

Yk+1 Yk+2 · · · Yk+β
...

...
. . .

...
Yα Y1+α · · · Yα+β−1


 . (4.7)

La matriz de datos por bloques de la ecuación (4.10) permite incluir sólo
mediciones confiables sin pérdida de precisión. Esto resulta útil ya que existen
mediciones que pueden ser más ruidosas que otras o sensores que pueden estar
fluctuando durante la prueba. La ventaja de esta capacidad es el potencial
para minimizar la distorsión, de los parámetros identificados, causada por el
ruido. Por otro lado, una selección juiciosa de los datos, aśı como un arreglo
adecuado dentro de la matriz de bloques H(k), puede ayudar a minimizar los
requerimientos computacionales del método.

2. Descomponga a H(0) utilizando la descomposición de valores singu-
lares según la ecuación (4.8).

H (0) = RΣST , (4.8)

donde R y S son ortonormales y Σ es una matriz rectangular:

Σ =

[
Σn 0
0 0

]

con Σn = diag [σ1, σ2, · · · , σi, σi+1, · · · , σn] y monotónicamente decreciente
σi; (i = 1, 2, · · · , n)

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σi ≥ σi+1 ≥ · · · ≥ σn > 0.

iℵ



34 Algoritmo ERA-OKID

3. Determine el orden del sistema examinando los valores singulares
de la matriz Hankel H(0).

Una vez hecho esto se puede establecer a Rn y Sn como las matrices formada
por las primeras n columnas de R y S respectivamente. Por lo tanto, la matriz
H(0) y su pseudoinversa llegan a ser:

H (0) = RnΣnS
T
n donde RT

nRn = In = STn Sn

y

H† = SnΣ−1
n RT

n .

4. Construya una tripleta de orden mı́nimo
[
Â, B̂, Ĉ

]
utilizando una

matriz de bloques Hankel trasladada H(1), para k = 2, de acuerdo
con la ecuación (4.9).

Â = Σ
− 1

2
n RT

nH (1)SnΣ
− 1

2
n , B̂ = Σ

1
2
nS

T
nEr, Ĉ = ET

mRnΣ
1
2
n , (4.9)

donde si se define a Oi como una matriz nula de orden i, y siendo Ii una matriz
identidad de orden i, entonces ET

m =
[
Im Om · · · Om

]
, donde a su vez

m es el número de salidas, y ET
r =

[
Ir Or · · · Or

]
, en donde r es el

número de entradas. La ecuación (4.9) es la formulación básica del algoritmo
y se obtiene después de considerar las siguientes igualdades:

H (k) = PαAkQβ,

donde:

Pα =




C
C1A

s1

...
CαA

sα




y:
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Qβ =
[
B At1B1 · · · AtβBβ

]
.

Ahora bien, si se asume la existencia de una matriz H† se debe satisfacer la
relación:

QβH†Pα = In.

Una vez establecidas las igualdades anteriores, se procede como se muestra a
continuación para obtener un modelo de orden mı́nimo:

Yk = ET
mH (k − 1)Er,

Yk = ET
mPαAk−1QβEr,

Yk = ET
mPα

[QβH†Pα
]
Ak−1

[QβH†Pα
]QβEr,

Yk = ET
mH (0)

[
SnΣ−1

n RT
n

]PαAk−1Qβ
[
SnΣ−1

n RT
n

]
H (0)Er,

Yk = ET
mH (0)SnΣ

− 1
2

n

[
Σ
− 1

2
n RT

nH (1)SnΣ
− 1

2
n

]k−1

Σ
− 1

2
n RT

nH (0)Er,

Yk = ET
mRnΣ

1
2
n

[
Σ
− 1

2
n RT

nH (1)SnΣ
− 1

2
n

]k−1

Σ
1
2
nS

T
nEr.

Comparando este resultado con la ecuación (4.13) se obtiene la tripleta de
orden mı́nimo,

[
Â, B̂, Ĉ

]
, que define al sistema estimado.

5. Encuentre la solución de los valores propios de la matriz de estado
obtenida y transforme el modelo obtenido a coordenadas modales,
de acuerdo con la ecuación (4.10), para calcular el amortiguamiento
del sistema y las frecuencias.

{
xm (k + 1) = Λ̂xm (k) + B̂mu (k) ,

y (k) = Ĉmxm (k) +Du (k) ,
(4.10)

con r entradas y m salidas, donde Λ̂ es una matriz diagonal que contiene a
los valores propios identificados, λ̂i (i = 1, 2, . . . , n), del sistema, y B̂m y Ĉm
son las matrices de entrada y salida en coordenadas modales respectivamente
que se calculan como se muestra a continuación:
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Â = Ψ̂Λ̂Ψ̂−1,

B̂m = Ψ̂−1B̂,

Ĉm = ĈΨ̂.

6. Calcule la coherencia de la amplitud modal (MAC) de acuerdo con
al ecuación (4.11) y el valor singular del modo (MSV), ecuación
(4.12), para distinguir entre los modos del sistema y los modos del
ruido generado durante la medición de las señales de entrada y
salida.

MACi =
|q̄iq̂∗i |

(|q̄iq̄∗i ||q̂iq̂∗i |)
1
2

, (4.11)

donde i = 1, . . . , n y “*” significa la transpuesta y compleja conjugada.

q̂i =
[
b̂i λ̂ib̂i λ̂2

i b̂i · · · λ̂l−2
i b̂i

]
,



q̄1

q̄2
...
q̄n


 =




[
b1 λ1b1 · · · λl−α−1

1

]
[
b2 λ2b2 · · · λl−α−1

2

]
...[

bn λnbn · · · λl−α−1
n

]


 ,

MSVi =

√
|ĉi|
(

1 + |λ̂i|+ |λ̂2
i |+ · · ·+ |λ̂l−2

i |
)
|b̂i|,

MSVi ≈
√√√√ |ĉi||b̂i|(

1− |λ̂i|
) , (4.12)

donde la señal de aproximación es válida sólo cuando |λ̂i| es menor que 1 y el
número de los parámetros de Markov l es suficientemente grande.

MAC y MSV constituyen indicadores de precisión. En efecto, la coherencia
de amplitud modal (MAC) puede ser pensada como el producto punto entre,
el vector compuesto de un número seleccionado de intervalos de tiempo de la
respuesta a un impulso unitario asociada con un modo del modelo identificado,
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y, el vector correspondiente obtenido de la respuesta a la señal utilizada en la
identificación. Si los dos vectores coinciden, entonces el modelo reproduce los
datos de la respuesta a la señal utilizada. De otra forma, el producto punto
puede ser pensado como un coseno generalizado del ángulo entre los vectores
de la respuesta medida y la respuesta del modelo identificado.

Por otro lado, el método del valor singular del modo (MSV ) se emplea para
caracterizar la contribución de cada modo identificado a la respuesta del mo-
delo identificado. El algoritmo de identificación trata de identificar un modelo
que se ajuste a la respuesta del sistema. Por lo que un modo que tiene una
gran contribución a la respuesta del modelo identificado, también tiene una
gran contribución a la respuesta medida del sistema y, en consecuencia, es
identificado adecuadamente por el algoritmo.

7. Determine el modelo del sistema reducido basado en los indicadores
de precisión calculados en el paso 6, reconstruya los parámetros
de Markov Yk, ecuación (4.13), y compare con los parámetros de
Markov medidos.

Y0 = D, Y1 = CB, Y2 = CAB, · · · , Yk = CAk−1B. (4.13)

Una vez descrito el procedimiento que emplea el algoritmo para la identificación
se presentan los ejemplos de aplicación.

4.3. Sistema Teórico de Un Grado de Libertad

El primer modelo común utilizado es el de un sistema masa - resorte - amortigua-
dor de un grado de libertad excitado en su base. El objetivo del uso de este sistema
simple es el de comenzar a utilizar las técnicas de identificación en una situación
totalmente controlada en la que se conocen de antemano los resultados a los que
se deberá llegar. Las propiedades de masa, amortiguamiento y rigidez se adecuaron
dependiendo del tipo de excitación a la que se someteŕıa el sistema. Se buscó tener
un panorama general del comportamiento de los algoritmos utilizados, en función
del tipo de excitación śısmica utilizada, motivo por el cual se decidió excitar al
sistema con el registro del sismo de El Centro ocurrido en la región de Imperial
Valley en California en el año de 1940 (El Centro); este sismo es caracteŕıstico de
sismos registrados en terreno firme y cercanos al epicentro. Por el otro lado, si existe
algún sismo representativo de caracteŕısticas totalmente diferentes al anterior, ese
es el registrado en la estación SCT dirección este-oeste en la Ciudad de México
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durante el sismo del 19 de septiembre de 1985 (SCTEO), cuya señal fue registrada
en un sitio de suelo muy blando y bastante alejado del epicentro. Con el uso de
estas dos señales se considera que se puede generar una visión del comportamiento
de los algoritmos de identificación tratados en este estudio. Cabe mencionar que los
resultados presentados en esta sección fueron publicados en [17].

4.3.1. Simulación Utilizando el Sismo de El Centro

El sistema de un grado de libertad utilizado puede ser descrito por cualquiera
de las ecuaciones (2.4) y (2.5), mismas que se repiten en las ecuaciones (4.14) y
(4.15) por conveniencia, y en las que mi denota la i-ésima masa, ki, ci y hi denotan
la rigidez, amortiguamiento y altura de la i-ésima columna respectivamente. Esto
es posible siempre que se considere que se cuenta únicamente con una masa, un
amortiguador y un resorte con las caracteŕısticas mostradas en (4.16), para el caso
en que la excitación en la base se da mediante el uso del registro del sismo de El
Centro.




∑3
i=0 mi

(∑3
i=1 mi

) (∑3
i=2 mi

)
m3(∑3

i=1 mi

) (∑3
i=1 mi

) (∑3
i=2 mi

)
m3(∑3

i=2 mi

) (∑3
i=2 mi

)
h1

(∑3
i=2 mi

)
m3

m3 m3 m3 m3








ü
ẍ1

ẍ2

ẍ3





+




c0 0 0 0
0 c1 0 0
0 0 c2 0
0 0 0 c3








u̇
ẋ1

ẋ2

ẋ3





+




k0 0 0 0
0 k1 0 0
0 0 k2 0
0 0 0 k3








u
x1

x2

x3





=





0(P3
i=1mi
h1

)
gx1(P3

i=2mi
h2

)
gx2(

m3

h3

)
gx3





. (4.14)
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∑3
i=0 mi 0 0 0
m1 m1 0 0
m2 0 m2 0
m3 0 0 m3








ü
ẍ1

ẍ2

ẍ3





+




c0 0 0 0
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0 −c2 c2 + c3 −c3
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ẋ2
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0
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)
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u
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. (4.15)

m = 0.01428
kg seg2

cm
,

c = 0.033
kg seg

cm
,

k = 16.00
kg

cm
. (4.16)

La razón de utilizar estos valores en las propiedades del sistema es la de tener
un sistema con un peŕıodo natural de vibración cercano al peŕıodo de la excitación.
En este caso particular, el peŕıodo natural de vibración del sistema es igual a T =
2π
√

m
k

= 0.1877 seg [7], [9], [37] y [46]. Por otro lado, el valor del amortiguamiento
corresponde a un porcentaje de amortiguamiento cŕıtico del 5 %.

Con el fin de observar el comportamiento del algoritmo de identificación, ante
la presencia de ruido, se consideraron tres niveles diferentes de ruido blanco para
el que se asume que tiene media cero y que no tiene correlación con las variables
del proceso. Aqúı se introduce artificialmente el ruido para probar la robustez de la
estrategia de identificación. En el cuadro 4.1 se muestran los valores identificados
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% Ruido Peŕıodo [seg] ξ

0 0.1879 0.0501

2 0.1880 0.0501

5 0.1880 0.0498

Cuadro 4.1: Peŕıodo y porcentaje de amortiguamiento cŕıtico, de un sistema de
un grado de libertad, identificados con el algoritmo ERA-OKID
utilizando el sismo de El Centro.

del peŕıodo de vibración del sistema, aśı como del porcentaje de amortiguamiento
cŕıtico.

Por tratarse de un sistema simple, es posible comparar la diferencia entre las
historias de desplazamientos, velocidades y aceleraciones reales, con las que se ob-
tienen a partir de la realización producto de la aplicación del algoritmo ERA-OKID.
Esta comparación se hace midiendo el error mediante la ecuación (4.17).

e =

√∑n
i=1 (y − ŷ)2

n
. (4.17)

Aqúı e corresponde a la desviación promedio de las salidas estimadas con res-
pecto a las medidas.

Con base en la ecuación anterior, se presentan en el cuadro 4.2 los valores del
error calculados para las historias de aceleraciones, velocidades y desplazamientos
cuando se utiliza el sismo de El Centro como excitación en la base.

4.3.2. Simulación Utilizando el Sismo de SCTEO

Por otro lado, el sistema de un grado de libertad utilizado en el caso en que la
excitación en la base se da mediante el uso del registro del sismo de SCTEO, tiene
las caracteŕısticas mostradas en (4.18).
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% Ruido Aceleraciones Velocidades Desplazamientos
[ cm

seg2 ] [ cm
seg

] [cm]

0 0.0037 0.0001 3.1934x10−6

2 0.0523 0.0016 4.7814x10−5

5 0.1170 0.0041 1.0740x10−4

Cuadro 4.2: Valores del error estimado para aceleraciones, velocidades y des-
plazamientos, de un sistema de un grado de libertad, generados
con el algoritmo ERA-OKID utilizando el sismo de El Centro.

m = 0.01428
kg seg2

cm
,

c = 0.0045
kg seg

cm
,

k = 0.14
kg

cm
. (4.18)

También en este caso la razón de utilizar estos valores en las propiedades del
sistema es la de tener un sistema con un peŕıodo natural de vibración cercano al
peŕıodo de la excitación. En este caso particular, el peŕıodo natural de vibración
del sistema es igual a 2.0067 seg. Por otro lado, se mantiene el criterio de utilizar
un valor del amortiguamiento correspondiente a un porcentaje de amortiguamiento
cŕıtico del 5 %.

En el cuadro 4.3 se muestran los valores identificados del peŕıodo de vibración
del sistema, aśı como del porcentaje de amortiguamiento cŕıtico para los tres niveles
de ruido blanco considerados.

Al igual que cuando se utiliza el sismo de El Centro como excitación, en este
caso también se calcularon los valores del error mediante la ecuación (4.17) y se
presentan en el cuadro 4.4.

4.4. Sistema Teórico de Tres Grados de Libertad

El siguiente modelo consistió en un sistema de tres grados de libertad masa -
resorte - amortiguador en el que se conoćıan todas sus caracteŕısticas f́ısicas, es
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% Ruido Peŕıodo [seg] ξ

0 2.0115 0.0459

2 2.0319 0.0636

5 0.0416 0.0269

Cuadro 4.3: Peŕıodo y porcentaje de amortiguamiento cŕıtico, de un sistema de
un grado de libertad, identificados con el algoritmo ERA-OKID
utilizando el sismo de SCTEO.

% Ruido Aceleraciones Velocidades Desplazamientos
[ cm

seg2 ] [ cm
seg

] [cm]

0 0.1810 0.0568 1.8319x10−2

2 0.4716 0.1692 4.5841x10−2

5 2.0353 0.6745 2.0560x10−1

Cuadro 4.4: Valores del error estimado para aceleraciones, velocidades y des-
plazamientos, de un sistema de un grado de libertad, generados
con el algoritmo ERA-OKID utilizando el sismo de SCTEO.
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decir, se sab́ıa el valor de cada una de sus masas aśı como la rigidez de sus resortes,
la matriz de amortiguamiento, en coordenadas f́ısicas, se calculó suponiendo que el
factor de amortiguamiento era igual a ξ = 0.05 y que la matriz de amortiguamiento
modal era diagonal con cada una de sus entradas igual a cmi = 2ξωimmodi , donde
ωi y mmodi son la frecuencia circular y la masa modal, respectivamente, para el
modo i [7], [9], [37] y [46]. Al igual que en el sistema de un grado de libertad, para
excitar al sistema se supuso que actuaba una aceleración en su base obtenida del
acelerograma de El Centro en un caso, y del acelerograma de SCTEO en otro; las
cuales generan fuerzas en cada una de sus masas iguales al producto de la aceleración
en la base ü por la masa mi del nivel en cuestión, ver ecuación (4.15). De esta forma,
conociendo las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento, aśı como las fuerzas
que actúan en cada una de las masas generadas por la aceleración en la base, fue
posible simular las aceleraciones que se producen en cada masa para que fueran
utilizadas en la implementación de los algoritmos para la identificación del sistema.
En ambos casos se consideró un 5 % de ruido blanco. Lo aqúı reportado se publicó en
[30].

4.4.1. Simulación Utilizando el Sismo de El Centro

Conociendo a las matrices de masa (M) y rigidez (K), ecuación (4.19), es posible
conocer previamente los peŕıodos naturales de vibración del sistema y las formas
modales que se enlistan en el cuadro 4.5.

M =




0.0143 0.0000 0.0000
0.0000 0.0143 0.0000
0.0000 0.0000 0.0143


 kg seg2

cm
,

K =




32.00 −16.00 0.00
−16.00 32.00 −16.00

0.00 −16.00 16.00


 kg

cm
, (4.19)

Ξ =




0.0647 −0.0190 −0.0041
−0.0190 0.0606 −0.0231
−0.0041 −0.0231 0.0416


 kg seg

cm
.

En el cuadro 4.6 se muestran los valores de los parámetros identificados.

Como se puede observar, tanto los peŕıodos como las formas modales obtenidas
coinciden bastante bien con las teóricas para el primer modo, sin embargo, para el
segundo y tercer modos la coincidencia ya no es del todo buena.
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Modo Peŕıodo [seg] Forma Modal

1 0.422
{

1.000 1.802 2.247
}T

2 0.150
{

1.000 0.445 −0.802
}T

3 0.104
{

1.000 −1.247 0.555
}T

Cuadro 4.5: Peŕıodos y formas modales del sistema de tres grados de libertad
utilizado para las simulaciones con el sismo de El Centro.

Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 0.422 0.0509
{

1.000 1.793 2.235
}T

2 0.142 0.0555
{

1.000 0.442 −0.802
}T

3 0.091 0.0696
{

1.000 −1.252 0.557
}T

Cuadro 4.6: Peŕıodos, porcentajes de amortiguamientos cŕıticos modales y for-
mas modales del sistema de tres grados de libertad, identificados
con el algoritmo ERA-OKID utilizando el sismo de El Centro.
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4.4.2. Simulación Utilizando el Sismo de SCTEO

Cuando la excitación en la base está dada por el sismo de SCTEO, las matrices
M y K se definen de acuerdo con la ecuación (4.20); a partir de ellas se obtienen
los peŕıodos naturales de vibración y formas modales que se muestran en el cuadro
4.7.

M =




0.0143 0.0000 0.0000
0.0000 0.0143 0.0000
0.0000 0.0000 0.0143


 kg seg2

cm
,

K =




0.28 −0.14 0.00
−0.14 0.28 −0.14
0.00 −0.14 0.14


 kg

cm
, (4.20)

Ξ =




0.0060 −0.0018 −0.0004
−0.0018 0.0057 −0.0022
−0.0004 −0.0022 0.0039


 kg seg

cm
.

Modo Peŕıodo [seg] Forma Modal

1 4.509
{

1.000 1.802 2.247
}T

2 1.609
{

1.000 0.445 −0.802
}T

3 1.114
{

1.000 −1.247 0.555
}T

Cuadro 4.7: Peŕıodos y formas modales del sistema de tres grados de libertad
utilizado para las simulaciones con el sismo de SCTEO.

En el cuadro 4.8 se muestran los valores de los parámetros identificados.
En este caso, tanto los peŕıodos como las formas modales ya no presentan muy

buena coincidencia con los valores teóricos, aún para el primer modo; en tanto que
para el tercer modo la coincidencia se puede considerar como mala, ya que el valor
del peŕıodo identificado resulta estar totalmente alejado del valor teórico conocido.

4.5. Edificio Instrumentado

Una vez que probado el algoritmo en dos sistemas sencillos y en los que se
conoćıan todos los parámetros a identificar, se procede a utilizar la misma técnica
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Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 4.379 0.0850
{

1.000 1.727 2.150
}T

2 1.615 0.1037
{

1.000 0.496 −0.863
}T

3 0.008 0.0701
{

1.000 −1.179 0.482
}T

Cuadro 4.8: Peŕıodos, porcentajes de amortiguamientos cŕıticos modales y for-
mas modales del sistema de tres grados de libertad, identificados
con el algoritmo ERA-OKID utilizando el sismo de SCTEO.

en una estructura real (ver [30]). En este caso se utilizó uno de los edificios instru-
mentados por la empresa CANDE Ingenieros S.A. de C.V. para obtener datos de
entrada y salida que pudieran ser utilizados para la identificación. El inmueble en
cuestión se trata de un edificio de 24 niveles divididos en 8 niveles de estacionamien-
to y 16 niveles para uso de oficinas, ubicado en la zona de transición de la Ciudad de
México, en la esquina que forman las avenidas de Universidad y Rı́o Churubusco.
La instrumentación consta de 12 sensores acelerométricos ubicados en diferentes
puntos del inmueble, sin embargo, en la identificación se utilizarán solamente 8 de
ellos, ya que el resto se encuentran ubicados en los extremos de las plantas de los
niveles instrumentados, para medir los desplazamientos de torsión en el inmueble,
y en este caso sólo se identificaron los parámetros considerando desplazamientos
en los planos de las direcciones principales del edificio. Se utilizaron los registros
obtenidos durante el sismo del 21 de enero de 2003.

Los sensores utilizados se encuentran ubicados en los niveles 8, 15 y 24, por lo que
no es posible considerar las aceleraciones en todos los niveles, sin embargo, dado que
este fue un primer ejercicio en la identificación de un inmueble real, se parte de la
suposición de que es posible reproducir el comportamiento básico del edificio con un
sistema reducido de tres grados de libertad con masas y rigideces equivalentes. Las
matrices de masa y rigidez equivalentes para cada dirección principal del inmueble
se obtuvieron mediante el método de Rayleigh-Ritz [7] y [9], y se muestran en la
ecuación (4.21).
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MT =




0.8651 0 0
0 0.9825 0
0 0 1.3454


 ,

KT =




3.8497 0 0
0 9.2634 0
0 0 13.9790


 ,

ML =




0.8713 0 0
0 1.0683 0
0 0 1.1418


 ,

KL =




4.6116 0 0
0 12.5832 0
0 0 16.3812


 . (4.21)

El muestreo de las aceleraciones en el inmueble por medio de los sensores se
hace con un intervalo de tiempo de 0.005 seg, lo cual provocó que el número de
muestras fuera excesivo para ser manejado en el computador portátil utilizado para
estos trabajos, por lo que fue necesario reducir el número de muestras a utilizar. En
este caso se consideró la longitud total del registro pero considerando muestras con
un intervalo de tiempo de 0.05 seg.

Por otro lado, en el cuadro 4.9 se muestran los valores de los peŕıodos fundamen-
tales del inmueble estimados mediante un programa de computadora de elemento
finito (FEM) y mediante el procedimiento comúnmente utilizado en la práctica para
estimar periodos mediante vibración ambiental (FRFs), el cual, en este caso, sólo
permitió estimar adecuadamente a los peŕıodos de vibración de los primeros modos
en cada dirección.

En el cuadro 4.10 se muestran los valores de los parámetros identificados utili-
zando 48 parámetros de Markov.

Al observar los resultados obtenidos se aprecia que la concordancia entre los
valores estimados y los teóricos se puede considerar como buena, con excepción del
segundo modo en dirección longitudinal. Lo anterior a pesar de que seguramente
existen niveles de ruido en la señal que no se están midiendo, y que al tratarse
de un caso de instrumentación real, el procesamiento de la señal puede generar un
detrimento en la precisión de los cálculos numéricos. Por otro lado, el efecto que
tienen los sismos sobre las caracteŕısticas modales de los edificios representa todav́ıa
un campo abierto para la investigación.
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Modo FEM [seg] FRFs [seg]

1 (T) 2.98 2.88

1 (L) 2.72 2.72

2 (T) 1.09 –

2 (L)) 1.11 –

Cuadro 4.9: Peŕıodos fundamentales del inmueble parcialmente instrumentado.

Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 (T) 3.006 0.0343
{

1.000 3.156 5.510
}T

2 (T) 1.064 0.0018
{

1.000 0.921 −0.709
}T

1 (L) 2.631 0.0279
{

1.000 2.838 4.672
}T

2 (L) 0.885 0.0222
{

1.000 1.065 −0.861
}T

Cuadro 4.10: Parámetros modales identificados, del inmueble parcialmente ins-
trumentado, utilizando el algoritmo ERA-OKID.
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4.6. Conclusiones

Los resultados obtenidos en el sistema de un grado de libertad son bastante
buenos cuando la excitación se da mediante el registro del sismo de El Centro, ya que
aún para altos niveles de ruido blanco los peŕıodos y porcentajes de amortiguamiento
cŕıtico identificados son bastante cercanos a los reales, asimismo, los valores del
error medido entre las historias de aceleraciones, velocidades y desplazamientos
obtendidas con los parámetros identificados y las reales se mantienen en niveles
muy bajos. Por otro lado, cuando la excitación se da mediante el registro del sismo
de SCTEO, el algoritmo comienza a presentar problemas para niveles de ruido altos,
tanto en los parámetros modales identificados como en los valores del error medido
entre las diferentes historias de aceleración; una posible explicación de lo anterior
puede ser el contenido de frecuencias del registro utilizado, el cual es representativo
de una señal armónica.

Por lo que toca a los resultados obtenidos en el sistema teórico de tres grados
de libertad se puede observar un comportamiento similar al anterior. Cuando la ex-
citación se da utilizando el registro del sismo de El Centro, los parámetros modales
identificados coinciden bastante bien con los valores teóricos para los primeros mo-
dos, alejándose un poco más para el tercer modo. Por otro lado, cuando la excitación
se genera a partir del registro del sismo de SCTEO, los parámetros identificados se
alejan de los teóricos aún desde los primeros modos, obteniéndose ya para el tercer
modo resultados que pueden considerarse como malos. Nuevamente, el cambio en la
señal de excitación muestra ser un punto de diferencia importante en los resultados
obtenidos.

Por último, los parámetros modales identificados para el edificio parcialmente
instrumentado resultan ser bastante cercanos a los teóricos en la dirección transver-
sal del inmueble, ya que presentan una diferencia de menos del 5 %, mientras que
en la dirección longitudinal la diferencia llega hasta un 20 %, lo cual ya no puede
considerarse como un buen resultado en la experiencia que se tiene en dinámica
estructural.
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Caṕıtulo 5

Algoritmo de Identificación
Subespacial

5.1. Introducción

El segundo algoritmo en el espacio de estados utilizado en la investigación aqúı re-
portada es el que se basa en métodos subespaciales. Los desarrollos logrados en este
campo en los últimos años se deben a una mezcla de ideas, hechos y algoritmos de
la teoŕıa de sistemas, estad́ıstica, teoŕıa de optimización y álgebra lineal. Todo ello
tiene como resultado los aśı llamados métodos subespaciales, cuyo nombre refleja
el hecho de que las descripciones en el espacio de estado de los sistemas lineales
pueden ser obtenidas a partir de espacios renglón y columna de ciertas matrices,
calculadas a partir de datos de entrada-salida. Comúnmente, el espacio columna
de tales matrices de datos contiene la información del modelo, mientras que los
espacios renglon permiten obtener secuencias de estado del filtro de Kalman, direc-
tamente a partir de datos de entradas y salidas, es decir, sin el conocimiento previo
del modelo.

Algunas ventajas de los métodos subespaciales es que no existe la necesidad de
una parametrización expĺıcita del modelo, la cual, para sistemas lineales de múlti-
ples salidas puede resultar complicado. La elegancia y eficiencia computacional de
los algoritmos obtenidos es también una ventaja de los mismos, ya que las dimensio-
nes y la representación numérica de los subespacios antes mencionados se calculan
utilizando la descomposición de valores singulares y la factorización QR, para lo
cual existen numerosos algoritmos robustos y eficientes.

La evaluación del algoritmo subespacial en los tres modelos de estudio se presen-
ta en las secciones subsecuentes. Los resultados obtenidos de la identificación con
este método servirán como comparación con los otros dos algoritmos utilizados.
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5.2. Planteamiento Teórico

Al igual que para el algoritmo ERA-OKID, un primer paso consiste en la obten-
ción de las matrices en el espacio de estados que describen el comportamiento del
sistema (5.1), para posteriormente instrumentar el procedimiento de obtención de
parámetros modales. En esta sección se resume el algoritmo puesto a punto en la
función de MatlabMR [55] llamada subid.m, de la referencia [50], que se utiliza para
llevar a cabo la identificación subespacial.

{
x (k + 1) = Ax (k) + Bu (k) + w (k) ,
y (k) = Cx (k) +Du (k) + v (k) ,

(5.1)

En los párrafos siguientes se hará una breve descripción de procedimiento que
se sigue para obtener la identificación [50].

1. Se calculan las proyecciones oblicuas y ortogonales de acuerdo con
la ecuación (5.2).

Oi = Yf/UfWp,

Zi = Yf/

(
Wp

Uf

)
,

Zi+1 = Y −f /
(

W+
p

U−f

)
, (5.2)

donde:

O Es la proyección oblicua del espacio renglón de Yi|2i−1 a lo largo del espacio
renglón de Ui|2i−1 sobre el espacio renglón de W0|i−1.

Yf Son las salidas futuras Yi|2i−1.

Y −f Son las salidas futuras Yi+1|2i−1.

Uf Son las entradas futuras Ui|2i−1.

U−f Son las entradas futuras Ui+1|2i−1.

Wp Son las entradas pasadas (Up) y salidas pasadas (Yf ).

W+
p Son las entradas pasadas (U+

p ) y salidas pasadas (Y +
f ).

Z Es la proyección ortogonal del espacio renglón de Yi|2i−1 sobre la suma de
los espacios renglón de U0|2i−1 y Y0|i−1.
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2. Calcular la descomposición de valores singulares de la proyección
oblicua pesada.

Oi
∏

U⊥f

= USV T , (5.3)

donde:

U , S, V Son las matrices de una descomposición de valores singulares.

3. Determinar el orden por inspección de los valores singulares en S y
particionar la descomposición de valores singulares adecuadamente
para obtener U1 y S1.

4. Determinar Γi y Γi−1 como se muestra en la ecuación (5.4).

Γi = U1S
1
2
1 ,

Γi−1 = Γi, (5.4)

donde:

Γi Es la matriz de observabilidad extendida.

Γi Es la matriz de observabilidad extendida Γi, sin las últimas l filas.

5. Resolver el sistema de ecuaciones lineales para A y C.

(
Γ†i−1 · Zi+1

Yi|i

)
=

(
A

C

)
· Γ†i · Zi +K · Uf +

(
ρw
ρv

)
. (5.5)

Recalcular Γi y Γi−1 a partir de A y C.

6. Resolver para B y D.

B,D = arg min
B,D
||
(

Γ†i−1 · Zi+1

Yi|i

)
−
(
A
C

)
· Γ†i · Zi −K (B,D) · Uf ||2F (5.6)
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donde

K (B,D) ≡
( (

B|Γ†i−1.H
d
i−1

)
− A.Γ†i .Hd

i

(D|0)− C.Γ†i .Hd
i

)
,

Hd
i ≡




D 0 0 · · · 0
CB D 0 · · · 0
CAB CB D · · · 0

...
...

...
. . .

...
CAi−2B CAi−3B CAi−4B · · · D



,

e i denota el número de ĺıneas de bloques.

Nota 5.1 Antes de seguir adelante es importante señalar el hecho de que, si bien
el algoritmo descrito en los pasos anteriores, es el resultado obtenido en [50] pa-
ra la identificación de sistemas combinados estocásticos-deterministas, los sistemas
estudiados en este trabajo caen sólo dentro del caso determinista (esto es ρw y ρv
son iguales a cero).

5.3. Sistema Teórico de Un Grado de Libertad

Siguiendo el camino trazado para la aplicación de los algoritmos de identifi-
cación, en esta sección se presenta la identificación del sistema masa - resorte -
amortiguador de un grado de libertad mediante el algoritmo subespacial. En los
siguientes apartados se muestran los resultados obtenidos para las dos señales de
excitación consideradas. Lo aqúı reportado se publicó en [17].

5.3.1. Simulación Utilizando el Sismo de El Centro

Las caracteŕısticas del sistema identificado se muestran en (4.16) y se repiten en
(5.7) por conveniencia. Como punto de comparación es conveniente recordar que un
sistema con estas caracteŕısticas presentará un peŕıodo natural de vibración igual
a 0.1877 seg. Con el fin de mostrar la eficacia de esta metodoloǵıa, se muestran en
el cuadro 5.1 los valores del peŕıodo de vibración del sistema y del porcentaje de
amortiguamiento cŕıtico identificados para los tres niveles de ruido blanco conside-
rados, recordando que se ha definido al ruido blanco como aquel con media cero
y sin correlación con las variables del sistema. Aśı como en el caṕıtulo anterior, el
ruido se incluye para determinar la robustez del procedimiento de identificación.
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5.3 Sistema Teórico de Un Grado de Libertad 55

m = 0.01428
kg seg2

cm
,

c = 0.033
kg seg

cm
,

k = 16.00
kg

cm
. (5.7)

% Ruido Peŕıodo [seg] ξ

0 0.1879 0.0501

2 0.1880 0.0501

5 0.1880 0.0503

Cuadro 5.1: Peŕıodo y porcentaje de amortiguamiento cŕıtico, de un sistema
de un grado de libertad, identificados con el algoritmo Subespacial
utilizando el sismo de El Centro.

En el cuadro 5.2 se muestran los valores del error calculados para las historias
de aceleración, velocidad y desplazamientos. Al igual que en el caso de aplicación
del algoritmo ERA-OKID, el error se midió utilizando la ecuación (4.17), misma
que se repite a continuación en la ecuación (5.8).

e =

√∑n
i=1 (y − ŷ)2

n
. (5.8)

5.3.2. Simulación Utilizando el Sismo de SCTEO

También en este caso las caracteŕısticas del sistema utilizado se definieron pre-
viamente en el caṕıtulo anterior, y sus valores que se encuentran en (4.18), se vuel-
ven a mostrar en (5.9). El peŕıodo de vibración del sistema con las caracteŕısticas
ya indicadas es igual a 2.0067 seg, y la comparación de este valor con los valo-
res identificados se muestra en el cuadro 5.3 para los tres niveles de ruido blanco
considerados.
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% Ruido Aceleraciones Velocidades Desplazamientos
[ cm

seg2 ] [ cm
seg

] [cm]

0 0.0037 0.0001 3.1934x10−6

2 0.0514 0.0027 4.7781x10−5

5 0.1130 0.0042 1.0633x10−4

Cuadro 5.2: Valores del error estimado para aceleraciones, velocidades y des-
plazamientos, de un sistema de un grado de libertad, generados
con el algoritmo Subespacial utilizando el sismo de El Centro.

m = 0.01428
kg seg2

cm
,

c = 0.0045
kg seg

cm
,

k = 0.14
kg

cm
. (5.9)

% Ruido Peŕıodo [seg] ξ

0 2.0092 0.0501

2 2.0094 0.0502

5 2.0095 0.0499

Cuadro 5.3: Peŕıodo y porcentaje de amortiguamiento cŕıtico, de un sistema
de un grado de libertad, identificados con el algoritmo Subespacial
utilizando el sismo de SCTEO.

Por último, en el cuadro 5.4 se muestran los valores del error calculados para
las historias de las respuestas obtenidas a partir de la realización generada de la
identificación; en todos los casos se muestran los valores para los tres niveles de
ruido blanco considerados.
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% Ruido Aceleraciones Velocidades Desplazamientos
[ cm

seg2 ] [ cm
seg

] [cm]

0 0.0001 0.0000 9.7652x10−6

2 0.0304 0.0098 3.1782x10−3

5 0.0726 0.0235 7.4523x10−3

Cuadro 5.4: Valores del error estimado para aceleraciones, velocidades y des-
plazamientos, de un sistema de un grado de libertad, generados
con el algoritmo Subespacial utilizando el sismo de SCTEO.

5.4. Sistema Teórico de Tres Grados de Libertad

Para poder establecer puntos de comparación entre los dos métodos utilizados
en el espacio de estados, se presentan la identificación de los sistemas de tres grados
de libertad, ya descritos en el caṕıtulo anterior, pero en esta ocasión mediante el uso
del algoritmo subespacial. Al igual que en la identificación mediante el algoritmo
ERA-OKID, se considera un nivel de ruido blanco de 5 % para los dos sistemas
identificados (ver [30]).

5.4.1. Simulación Utilizando el Sismo de El Centro

Al igual que para el algoritmo ERA-OKID, también para este algoritmo se iden-
tificó al sistema de tres grados de libertad cuyas matrices de masa (M), rigidez (K)
y amortiguamiento (Ξ) se definen por la ecuación (4.19) que se muestra nuevamente
en (5.10). Los resultados obtenidos de esta identificación se muestran en el cuadro
5.5.
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M =




0.0143 0.0000 0.0000
0.0000 0.0143 0.0000
0.0000 0.0000 0.0143


 kg seg2

cm
,

K =




32.00 −16.00 0.00
−16.00 32.00 −16.00

0.00 −16.00 16.00


 kg

cm
, (5.10)

Ξ =




0.0647 −0.0190 −0.0041
−0.0190 0.0606 −0.0231
−0.0041 −0.0231 0.0416


 kg seg

cm
.

Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 0.419 0.0510
{

1.000 1.803 2.248
}T

2 0.142 0.0565
{

1.000 0.445 −0.802
}T

3 0.092 0.0646
{

1.000 −1.247 0.555
}T

Cuadro 5.5: Peŕıodos, porcentajes de amortiguamientos cŕıticos modales y for-
mas modales del sistema de tres grados de libertad, identificados
con el algoritmo Subespacial utilizando el sismo de El Centro.

No hay que olvidar que los valores mostrados en el cuadro 5.5 deben de compa-
rarse con los plasmados en el cuadro 4.5, que se repite aqúı por conveniencia en el
cuadro 5.6.

Como se puede observar, los peŕıodos se alejan un poco de los valores teóricos,
mientras que las formas modales coinciden bastante bien con las teóricas.

5.4.2. Simulación Utilizando el Sismo de SCTEO

Cuando la excitación en la base está dada por el sismo de SCTEO, las matrices
M , K y Ξ se definen de acuerdo con la ecuación (5.11), repetida de la ecuación
(4.20); a partir de ellas se obtienen los peŕıodos naturales de vibración y formas
modales ya descritas en el cuadro 4.7, que también se repite aqúı en el cuadro 5.7.
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Modo Peŕıodo [seg] Forma Modal

1 0.422
{

1.000 1.802 2.247
}T

2 0.150
{

1.000 0.445 −0.802
}T

3 0.104
{

1.000 −1.247 0.555
}T

Cuadro 5.6: Peŕıodos y formas modales del sistema de tres grados de libertad
utilizado para las simulaciones con el sismo de El Centro.

M =




0.0143 0.0000 0.0000
0.0000 0.0143 0.0000
0.0000 0.0000 0.0143


 kg seg2

cm
,

K =




0.28 −0.14 0.00
−0.14 0.28 −0.14
0.00 −0.14 0.14


 kg

cm
, (5.11)

Ξ =




0.0060 −0.0018 −0.0004
−0.0018 0.0057 −0.0022
−0.0004 −0.0022 0.0039


 kg seg

cm
.

Modo Peŕıodo [seg] Forma Modal

1 4.509
{

1.000 1.802 2.247
}T

2 1.609
{

1.000 0.445 −0.802
}T

3 1.114
{

1.000 −1.247 0.555
}T

Cuadro 5.7: Peŕıodos y formas modales del sistema de tres grados de libertad
utilizado para las simulaciones con el sismo de SCTEO.

Ahora bien, cuando se lleva cabo la identificación del sistema con el algoritmo
subespacial, se obtienen los valores mostrados en el cuadro 5.8 (se muestran los
valores de los parámetros identificados).
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Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 4.518 0.0428
{

1.000 1.802 2.247
}T

2 1.610 0.0502
{

1.000 0.446 −0.802
}T

3 1.114 0.0501
{

1.000 −1.246 0.555
}T

Cuadro 5.8: Peŕıodos, porcentajes de amortiguamientos cŕıticos modales y for-
mas modales del sistema de tres grados de libertad, identificados
con el algoritmo Subespacial utilizando el sismo de SCTEO.

En este caso, a diferencia de lo obtenido con el algoritmo ERA-OKID, los
peŕıodos coinciden mejor con los valores teóricos, aunque se puede observar que
la diferencia aún es notoria.

5.5. Edificio Instrumentado

En el cuadro 5.9 se muestran los resultados de la identificación al aplicarse al
edificio instrumentado considerando al sismo del 21 de enero de 2003 (ver [30]).

Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 (T) 3.033 0.0561
{

1.000 3.236 5.960
}T

2 (T) 1.095 0.0453
{

1.000 1.031 −0.727
}T

1 (L) 2.657 0.0463
{

1.000 2.844 5.139
}T

2 (L) 0.848 0.0363
{

1.000 1.208 −0.864
}T

Cuadro 5.9: Parámetros modales identificados, del inmueble parcialmente ins-
trumentado, utilizando el algoritmo Subespacial.

También en este caso es notable la cercańıa que se presenta entre los peŕıodos
y formas modales estimados con los obtenidos mediante el programa de elemento
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finito y la vibración ambiental mostrados nuevamente en el cuadro 5.10. Al igual
que con el uso del algoritmo de identificación ERA-OKID, la buena concordancia
se logra a pesar de la segura presencia de ruido y de los problemas numéricos que se
producen en todos los procedimientos que involucran algún tipo de procesamiento
de señales.

Modo FEM [seg] FRFs [seg]

1 (T) 2.98 2.88

1 (L) 2.72 2.72

2 (T) 1.09 –

2 (L)) 1.11 –

Cuadro 5.10: Peŕıodos fundamentales del inmueble parcialmente instrumenta-
do.

5.6. Conclusiones

Los resultados obtenidos de la identificación en el sistema de un grado de li-
bertad son bastante buenos para las dos condiciones de excitación considerada, de
hecho, tanto el peŕıodo natural de vibración del sistema como el porcentaje de
amortiguamiento cŕıtico identificados presentan muy poca variación respecto de los
teóricos cuando la excitación se da con el sismo de SCTEO, lo cual ya marca una
diferencia respecto de los resultados obtenidos con el algoritmo de identificación
ERA-OKID, ya que como se mencionó en su oportunidad, este algoritmo presenta
problemas cuando se utiliza este sismo como excitación. Por otro lado, los valores
del error calculado para las diferentes historias de la respuesta quedan por debajo
de los obtenidos para el algoritmo ERA-OKID, aún para niveles de ruido del orden
del 5 %.

Cuando se hace la identificación del sistema teórico de tres grados de libertad
se obtienen resultados satisfactorios. En este caso la diferencia entre los parámetros
modales identificados y los teóricos sigue siendo notoria aunque de menor magnitud
que lo obtenido con el algoritmo ERA-OKID. Se observa que cuando se utiliza como
excitación al registro del sismo de SCTEO también se presenta un alejamiento entre
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los parámetros identificados y los teóricos, sin embargo, este alejamiento es menor
que el observado con el algoritmo ERA-OKID.

La identificación del edificio instrumentado es ligeramente mejor que los obtenido
con el algoritmo ERA-OKID. La diferencia entre los parámetros identificados y los
teóricos se mantiene por debajo del 2 % en la dirección transversal y del 17 % en la
dirección longitudinal, de hecho, la diferencia mayor se presenta en el peŕıodo del
segundo modo en dirección longitudinal, siendo la diferencia para el primer modo en
esa dirección de menos del 4 %. Los valores de los porcentajes de amortiguamiento
cŕıticos identificados están muy cercanos entre śı, y es notable desde el punto de
vista de la dinámica y análisis estructural, el corroborar que el edificio real presenta
un porcentaje de amortiguamiento cŕıtico prácticamente igual a 5 %, tal y como se
considera en los procesos de diseño de este tipo de edificios.
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Caṕıtulo 6

Método de Mı́nimos Cuadrados
para Identificación

6.1. Introducción

El ampliamente conocido método de mı́nimos cuadrados fue desarrollado por Gauss
en 1795 [15]. Es la solución más ampliamente aplicada para problemas de optimi-
zación lineal. El objetivo es el de encontrar la salida del modelo ŷ que mejor se
aproxime a la salida del proceso y con la suma mı́nima del error cuadrático del va-
lor de la función de pérdida. Esto es equivalente a encontrar la mejor combinación
lineal de los regresores por medio de la optimización de los parámetros θ1, . . . , θn.

El método de mı́nimos cuadrados no es en śı mismo un algoritmo de identificación
como lo son los algoritmos ERA-OKID y Subespacial, de hecho, tales algoritmos
hacen uso de esta metodoloǵıa en el proceso de solución del problema que plantean.
No obstante lo anterior, no hay que perder de vista que los algoritmos desarrollados
en los dos caṕıtulos precedentes se plantean en el espacio de estados, mientras que
el planteamiento de este caṕıtulo se dará en el ámbito de la ecuación diferencial
de segundo orden que describe el comportamiento de sistemas mecánicos como las
estructuras civiles.

Por lo anterior, en este caṕıtulo no se concibe al método de mı́nimos cuadra-
dos como parte de un algoritmo de identificación en el que se busca una solución
óptima a un sistema lineal dado, sino que por el contrario, se hace uso de su fi-
losof́ıa para plantear directamente la solución al problema de la identificación de
los parámetros que definen a la ecuación diferencial antes mencionada. En la sec-
ción del planteamiento teórico se aclarará completamente la diferencia entre ambos
planteamientos.

Una ventaja de la aplicación de metodoloǵıas de identificación partiendo de la
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ecuación diferencial que describe al sistema es el hecho de que es posible encontrar
los parámetros f́ısicos del mismo, sin tener que recurrir a procedimientos auxiliares
para llegar a ellos; el costo que se tiene que pagar por esta ventaja es la necesidad
de conocer de antemano la estructura del sistema a identificar.

En las secciones subsecuentes se muestra la identificación en ĺınea de los tres
sistemas que se han venido presentando a lo largo de este trabajo.

6.2. Planteamiento Teórico

El uso del Método de Mı́nimos Cuadrados, tal como se muestra en este caṕıtulo,
permite la identificación paramétrica de valores f́ısicos claramente relacionados con
las estructuras, en este caso se trata de masas, rigideces y amortiguamientos.

Al igual que para los métodos anteriores, se lleva a cabo la identificación de
los sistemas académicos de uno y tres grados de libertad, aśı como del edificio
instrumentado, pero en esta ocasión mediante la utilización del Método de Mı́nimos
Cuadrados aplicado sobre la ecuación diferencial de segundo orden que los define.

6.2.1. Método de Mı́nimos Cuadrados

La obtención del algoritmo recursivo de mı́nimos cuadrados parte de suponer
un modelo en la forma general autoregresiva con entradas exógenas, comúnmente
conocida como autoregressive with exogenous input (ARX por sus siglas en inglés)
con n mediciones que se han acumulado previamente [54]. De esta forma se tiene el
siguiente problema de mı́nimos cuadrados:

{Y }n = [A]n {β}+ {ζ}n , (6.1)

donde {Y }n denota a la matriz de salidas del modelo; [A]n denota a la matriz de
regresores del modelo; {β} denota al vector de parámetros del modelo y {ζ}n denota
al vector del error del modelo. La solución de este problema está dada por:

{
β̂
}
n

=
(

[A]Tn [A]n

)−1

[A]Tn {Y }n . (6.2)

Si a partir de esta solución se empiezan a generar nuevas mediciones para x y
y, el problema se convierte en el siguiente:



{Y }n
yn+1


 =




[A]n

{φ}Tn+1


 {β}+



{ζ}n
ζn+1


 , (6.3)
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con:

{φ}Tn+1 =
(
yn, . . . , yn−ny , xn−1, . . . , xn−nx+1

)
(6.4)

y la siguiente solución actualizada:

{
β̂
}
n+1

=


( [A]n {φ}n+1

)



[A]n

{φ}Tn+1





−1

(
[A]n {φ}n+1

)


{Y }n

yn+1


 .

(6.5)
Si ahora se define a [P ]n de acuerdo con la ecuación (6.6):

[P ]n =
(

[A]Tn [A]n

)−1

, (6.6)

la ecuación (6.5) se transforma en la ecuación (6.7):

{
β̂
}
n+1

=
(

[P ]n + {φ}n+1 {φ}Tn+1

)−1 (
[A]n {Y }n + {φ}n+1 yn+1

)
. (6.7)

Aqúı es importante notar que el primer paréntesis representa a [P ]n+1 la cual
puede ser expandida con el teorema del binomio (ecuación (6.8)) y sustituirse nue-
vamente en la ecuación (6.7). Si se procede de la forma descrita, se obtiene una

nueva ecuación para
{
β̂
}
n+1

(ecuación (6.9)).

[P ]n+1 = [P ]n

(
I − {φ}n+1 {φ}Tn+1 [P ]n

1 + {φ}Tn+1 [P ]n {φ}n+1

)
, (6.8)

{
β̂
}
n+1

= [P ]n [A]Tn {Y }n −
[P ]n {φ}n+1 {φ}Tn+1 [P ]n

1 + {φ}Tn+1 [P ]n {φ}n+1

[A]Tn {Y }n +

+ [P ]n {φ}Tn+1 yn+1 −
[P ]n {φ}n+1 {φ}Tn+1 [P ]n

1 + {φ}Tn+1 [P ]n {φ}n+1

{φ}n+1 yn+1. (6.9)

Ahora bien, con la definición de [P ]n la ecuación (6.2) puede ser reescrita de la
siguiente forma:

{
β̂
}
n

= [P ]n [A]Tn {Y }n . (6.10)

Por lo tanto, la ecuación (6.9) puede ser llevada a la forma de la ecuación (6.11):
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{
β̂
}
n+1

=
{
β̂
}
n

+ {K}n+1

(
yn+1 − {φ}Tn+1

{
β̂
})

, (6.11)

donde la ganancia de Kalman {K} se define por:

{K}n+1 =
[P ]n {φ}n+1

1 + {φ}Tn+1 [P ]n {φ}n+1

. (6.12)

De esta manera, las ecuaciones (6.11) y (6.12) en conjunto con la ecuación (6.8),
constituyen las ecuaciones del algoritmo recursivo de mı́nimos cuadrados.

Si bien las ecuaciones antes mencionadas son útiles para la puesta a punto del al-
goritmo recursivo, no son útiles si durante el proceso se busca seguir la variación de
los parámetros. Lo anterior es debido a que después de N iteraciones los parámetros
resultantes son idénticos a los que se obtendŕıan de la estimación fuera de ĺınea uti-
lizando el grupo de N mediciones, ya que el procedimiento recursivo recuerda todas
las mediciones pasadas y les da el mismo peso. Para solucionar este inconveniente
basta con introducir una constante que representa un factor de olvido λ < 1 que
decae exponencialmente con el tiempo y que permite que a las mediciones pasadas
se les asigne una podenración afectada por él. De esta forma, las modificaciones al
algoritmo son las siguientes:

{K}n+1 =
[P ]i {φ}i+1

λ+ {φ}Ti+1 [P ]i {φ}i+1

, (6.13)

[P ]i+1 =
1

λ

(
1− {K}i+1 {φ}Ti+1

)
[P ]i , (6.14)

junto con la ecuación (6.11).

6.2.2. Planteamiento de los Sistemas de Segundo Orden pa-
ra la Aplicación del Método de Mı́nimos Cuadrados

Lo que a continuación se presenta se basa en lo publicado en [54]. Como punto
de partida se asume que, en un sistema de varios grados de libertad, las masas se
concentran en N puntos de medición, con una masa mi correspondiente al punto i.
Por otro lado, se asume que cada punto i se puede conectar a otro punto j mediante
una liga denominada lij, o bien, se puede conectar al terreno mediante una liga lii.

Si se les impone un movimiento a las masas y después se les deja libres, entonces
éstas regresarán a la posición de equilibrio por la acción de las fuerzas internas que se
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generan en cada una de las ligas. Se asume que estas fuerzas dependen únicamente
de los desplazamientos y velocidades relativos que se dan entre cada una de las
masas en los extremos de las ligas. Si δij = yi − yj es el desplazamiento relativo
entre la masa i y la masa j, y δ̇ij = ẏi− ẏj es la correspondiente velocidad relativa,
entonces la fuerza en la liga lij se define como (6.15).

Fuerza en la liga lij := fij

(
δij, δ̇ij

)
, (6.15)

donde δii = yi y δ̇ii = ẏi para la liga que une a la masa al terreno. A partir del hecho
de que las ligas lij y lji son las mismas, se puede observar a (6.16).

fij

(
δij, δ̇ij

)
= −fji

(
δji, δ̇ji

)
= −fij

(
−δij,−δ̇ij

)
. (6.16)

Si ahora se aplica una fuerza externa ui (t) a cada masa, las ecuaciones de mo-
vimiento son:

miÿi +
N∑
j=1

fij

(
δij, δ̇ij

)
= ui (t) , i = 1, . . . , N. (6.17)

Se asume que este tipo de modelos puede ser útil para representar a un sistema
con un número finito de modos excitados. En la práctica, sólo las N aceleraciones y
fuerzas de entrada en cada punto son medidas. Por otro lado, se puede adoptar una
representación polinomial para fij, obteniéndose el modelo descrito por la ecuación
(6.18).

miÿi +
N∑
j=0

p∑

k=0

q∑

l=0

a(ij)kl (δij)
k
(
δ̇ij

)l
= ui. (6.18)

Una vez establecido un modelo, como el de la ecuación (6.18), es posible utilizar
una estimación de parámetros con el método de mı́nimos cuadrados para obtener
los valores de los coeficientes mi y a(ij)kl que mejor ajusten con los datos. Nótese
que no se requiere una estimación previa de la masa. Si no existe excitación en el
punto i, los argumentos de transmisibilidad nos llevan a una forma apropiada para
la ecuación de movimiento de la masa mi:

f ′ij
(
δij, δ̇ij

)
=

N∑
j=0

p∑

k=0

q∑

l=0

a′(ij)kl (δij)
k
(
δ̇ij

)l
= −ÿi, (6.19)

donde:
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a′(ij)kl =
1

mi

a(ij)kl.

Se denominará a las estructuras que corresponden a la ecuación (6.18) como
modelos no-homogéneos (p, q), mientras que aquellas que corresponden a la ecuación
(6.19) se denominarán modelos homogéneos (p, q).

En términos de la expansión de coeficientes, la relación de simetŕıa (6.16) llega
a ser:

a(ij)kl = (−1)k+l+1 a(ji)kl (6.20)

o:

mia
′
(ij)kl = (−1)k+l+1 mja

′
(ji)kl. (6.21)

De entrada, la inclusión de variables de diferencia permite al modelo localizar no-
linealidades; por ejemplo, si un término de la forma (δ23)3 aparece en la expansión
apropiada, entonces se puede inferir la presencia de una no-linealidad cúbica de
rigidez entre los puntos 2 y 3.

Supóngase ahora que sólo una de las entradas ui no es igual a cero. Sin pérdida
de generalidad se puede tomar a u1. Las ecuaciones de movimiento llegan a ser:

m1ÿ1 +
N∑
j=1

fij

(
δij, δ̇ij

)
= u1 (t) , (6.22)

ÿi +
N∑
j=1

f ′ij
(
δij, δ̇ij

)
= 0, i = 2, . . . , N. (6.23)

Es posible identificar a todos los coeficientes en la ecuación para ÿ2, los cuales
están afectados por un factor de escala, que en este caso seŕıa la masa desconocida
m2, misma que estaŕıa dentro de cada f ′2j. De manera similar, todos los coeficientes
de la ecuación para ÿ3 pueden ser conocidos, también afectados por un factor de
escala en términos de m3. Multiplicando a estos últimos coeficientes por la relación
m2/m3 se les podŕıa escalar respecto a m2. Esto significa que ahora los coeficientes
de ambas ecuaciones estaŕıan afectados por un factor de escala que depende de m2.
La relación m2/m3 puede ser conocida fácilmente; si existe una liga l23 entonces las
dos ecuaciones contendrán términos f ′23 y f ′32. Escogiendo un término en particular,
como el término lineal de la rigidez, para cada expansión de f ′ se obtiene utilizando
a la ecuación (6.21):
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m2

m3

=
a′(32)10

a′(23)01

. (6.24)

La escala m2 puede ser transferida a los coeficientes correspondientes a la ecua-
ción para ÿ4 utilizando el mismo método si existe una liga l24 o l34. De hecho, el
factor de escala puede ser transferido a través de todas las ecuaciones, ya que cada
masa debe de estar conectada a todas las demás a través de una secuencia de ligas.

Ahora bien, si la ecuación correspondiente para ÿ1 tiene una entrada, entonces
se puede estimar m1, la cual puede ser transferida a todas las ecuaciones pudiéndose
identificar de esta manera al sistema completo mediante una sola entrada.

Por otro lado, si se restringe a modelos de sistemas lineales, las ecuaciones y la
notación pueden ser simplificadas de manera importante. Al sustituir:

a(ij)01 = γij (6.25)

y:

a(ij)10 = µij (6.26)

en las versiones lineales de las ecuaciones (6.22) y (6.23) se obtiene:

m1ÿ1 +
N∑
j=1

γij δ̇ij +
N∑
j=1

µijδij = u1 (t) , (6.27)

ÿi +
N∑
j=1

γ′ij δ̇ij +
N∑
j=1

µ′ijδij = 0, i = 2, . . . , N, (6.28)

donde γ′ij = γij/mi y µ′ij = µij/mi.
Si se obtiene la estimación para mi, γij y µij, entonces las matrices de rigidez K

y amortiguamiento Ξ se recuperan con las siguientes relaciones:

cij = −γij, i 6= j,

kij = −µij, i 6= j,

cii =
N∑
j=1

γij, (6.29)

kii =
N∑
j=1

γij.

iℵ



70 Mı́nimos Cuadrados para Identificación

Las condiciones de simetŕıa de la ecuación (6.20) llegan a ser:

γij = γji, µij = µji, (6.30)

lo cual implica que:

cij = cji, kij = kji, (6.31)

lo que nos lleva a que la estructura del modelo obliga a una simetŕıa o condición de
reciprocidad en las matrices de amortiguamiento y de rigidez.

6.3. Sistema Teórico de Un Grado de Libertad

El sistema que se pretende identificar consiste en un arreglo simple masa - resorte
- amortiguador sometido a una fuerza externa, el cual puede ser descrito por la
siguiente ecuación diferencial (6.32). Lo aqúı reportado es motivo de la publicación
[17].

mÿ (t) + cẏ (t) + ky (t) = u (t) . (6.32)

La identificación del sistema a través del Método de Mı́nimos Cuadrados se
realiza mediante la estimación de los parámetros m, c y k partiendo del supuesto
de que se cuenta con las mediciones de aceleración, velocidad y desplazamiento,
aśı como de la fuerza excitadora. De acuerdo con lo anterior, el problema de mı́nimos
cuadrados se basa en las siguientes matrices y vectores de acuerdo con la ecuación
(6.1).

{Y }n = {u1, u2, . . . , un} ,
{β} =

{
m c k

}
,

[A]n =




ÿ1 ẏ1 y1

ÿ2 ẏ2 y2
...

...
...

ÿn ẏn yn


 . (6.33)

Nota 6.1 Antes de continuar es conveniente recordar que los dos supuestos t́ıpi-
cos que se hacen en la estimación de parámetros utilizando el Método de Mı́nimos
Cuadrados son que: la secuencia de regresores [A]n es una secuencia determinista
y que las salidas del modelo quedan descritas por la ecuación (6.1) [27], en donde
se supone que en {ζ}n se encuentran contenidos el ruido presente en las salidas y
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una componente de error debida al hecho de que la estimación de los parámetros
puede ser incorrecta [54]. De acuerdo a lo mostrado en (6.33), el término {ζ}n
no está siendo considerado en primera instancia, lo cual implica que la esperanza
matemática E de las componentes estocásticas queda sin efecto y el ĺımite de la
función de criterio a ser minimizada será igual al promedio en el tiempo del error
cuadrático, el cual sólo será producto de alguna incorrección en la estimación de
los parámetros a partir de la secuencia determinista [A]n. Si bien esta forma de
proceder no es estrictamente correcta, permite obtener valores de los parámetros
del modelo que lo ajustan a una situación idealizada, misma que sirve como punto
de comparación para observar la efectividad del método. Por otro lado, en las si-
mulaciones posteriores se considera la presencia de ruido blanco en las salidas del
sistema, lo cual subsana en parte la falta de rigor aqúı señalada.

6.3.1. Simulación Utilizando el Sismo de El Centro

Una vez descritas las ecuaciones básicas del algoritmo recursivo y de la forma
en que se ordenan los datos con los que se cuenta en el sistema de un grado de
libertad, se procedió a realizar la identificación de los parámetros m, c y k en
ĺınea, utilizando como excitación el sismo de El Centro para los mismos tres niveles
de ruido blanco que se han venido manejando para este sistema. Adicionalmente
se consideraron, para cada nivel de ruido, cuatro combinaciones que involucran al
factor de olvido λ y a los valores iniciales de la matriz de covarianza V . En las figuras
que a continuación se presentan se muestra con ĺınea punteada al valor teórico del
parámetro a identificar, mientras que con ĺınea continua se dibuja el parámetro
identificado. En las figuras 6.1, 6.2, 6.3 6.4, 6.5 y 6.6 se muestran los resultados
para niveles de ruido blanco de 0 %, 2 % y 5 %, y para las cuatro combinaciones del
valor del factor de olvido y valores iniciales de la matriz de covarianza.

Por otra parte, una de las principales bondades de un algoritmo en ĺınea es que
abre la posibilidad de observar variaciones en los parámetros del sistema durante
el desarrollo del evento. Es por ello que para probar esta posibilidad se realizó la
identificación del sistema en ĺınea nuevamente, pero en esta ocasión se simuló una
disminución de rigidez en la parte más intensa de la excitación. Esto es, para el
sismo de El Centro se supuso que la rigidez del sistema teńıa un valor k = 16
ton/cm desde el inicio de la excitación hasta el tiempo t = 15.6 seg, instante en el
cual se simuló una reducción de la rigidez con un nuevo valor k = 8 ton/cm. Los
resultados de esta identificación se muestran en la figura 6.7 para los tres diferentes
niveles de ruido blanco y considerando un valor para el factor de olvido λ = 0.99 y
valores iniciales, V = 1000, de la matriz de covarianza P .
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(a) λ = 0.95 y V = 10
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(b) λ = 0.95 y V = 1000

Figura 6.1: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
de parámetros estructurales de un sistema de un grado de libertad,
utilizando el sismo de El Centro considerando 0 % de nivel de ruido
blanco y λ = 0.95.
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(a) λ = 0.99 y V = 10
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(b) λ = 0.99 y V = 1000

Figura 6.2: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
de parámetros estructurales de un sistema de un grado de libertad,
utilizando el sismo de El Centro considerando 0 % de nivel de ruido
blanco y λ = 0.99.
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(a) λ = 0.95 y V = 10
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(b) λ = 0.95 y V = 1000

Figura 6.3: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
de parámetros estructurales de un sistema de un grado de libertad,
utilizando el sismo de El Centro considerando 2 % de nivel de ruido
blanco y λ = 0.95.
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(a) λ = 0.99 y V = 10
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(b) λ = 0.99 y V = 1000

Figura 6.4: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
de parámetros estructurales de un sistema de un grado de libertad,
utilizando el sismo de El Centro considerando 2 % de nivel de ruido
blanco y λ = 0.99.
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(a) λ = 0.95 y V = 10
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(b) λ = 0.95 y V = 1000

Figura 6.5: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
de parámetros estructurales de un sistema de un grado de libertad,
utilizando el sismo de El Centro considerando 5 % de nivel de ruido
blanco y λ = 0.95.
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(a) λ = 0.99 y V = 10
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(b) λ = 0.99 y V = 1000

Figura 6.6: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
de parámetros estructurales de un sistema de un grado de libertad,
utilizando el sismo de El Centro considerando 5 % de nivel de ruido
blanco y λ = 0.99.
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(a) 0 % de Nivel de Ruido Blanco
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(b) 2 % de Nivel de Ruido Blanco
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(c) 5 % de Nivel de Ruido Blanco

Figura 6.7: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
de parámetros estructurales de un sistema de un grado de libertad,
utilizando el sismo de El Centro y considerando una disminución
del 50 % en la rigidez.
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6.3.2. Simulación Utilizando el Sismo de SCTEO

En las figuras 6.8, 6.9, 6.10, 6.11, 6.12 y 6.13 se muestran los resultados de
la identificación cuando se utiliza al sismo de SCTEO como señal excitadora, al
igual que para el sismo de El Centro se realizó la identificación para los niveles de
ruido blanco de 0 %, 2 % y 5 %, y para las cuatro combinaciones del valor del factor
de olvido y valores iniciales de la matriz de covarianza. Al igual que en los casos
previos, en las gráficas dibujadas se muestra con ĺınea punteada el valor teórico del
parámetro a identificar y con ĺınea continua los resultados de la identificación.

También en este caso se realizó la identificación suponiendo una disminución de
la rigidez del 50 % de la original, es decir, en este caso se consideró un valor de la
rigidez de k = 0.14 ton/cm hasta el tiempo t = 60.0 seg, después del cual el valor de
la rigidez disminuyó a k = 0.07 ton/cm. La figura 6.14 muestra los resultados para
los tres niveles de ruido blanco supuestos, y considerando un valor para el factor de
olvido λ = 0.99 y valores iniciales, V = 1000, de la matriz de covarianza P .

6.4. Sistema Teórico de Tres Grados de Libertad

Para el sistema de tres grados de libertad se asume que se conocen las fuerzas
que actúan sobre cada masa, aśı como las historias de aceleración, velocidad y
desplazamiento en cada una de ellas, por lo que, de acuerdo con las ecuaciones
(6.27) y (6.28), las ecuaciones que describen al sistema son las que se muestran en
las ecuaciones (6.34), (6.35) y (6.36). Esta sección se basa en lo publicado en [30].

m1ÿ1 + γ11ẏ1 + γ12 (ẏ1 − ẏ2) +

+µ11y1 + µ12 (y1 − y2) = u1 (t) , (6.34)

m2ÿ2 + γ21 (ẏ2 − ẏ1) + γ22ẏ2 + γ23 (ẏ2 − ẏ3) +

+µ21 (y2 − y1) + µ22y2 + µ23 (y2 − y3) = u2 (t) , (6.35)

m3ÿ3 + γ32 (ẏ3 − ẏ2) + γ33ẏ3+

+µ32 (y3 − y2) + µ33y3 = u3 (t) . (6.36)

Una vez establecidas estas ecuaciones es posible aplicarles de manera individual
el método de mı́nimos cuadrados a cada una de ellas, y se obtendrá como resultado
la identificación de los coeficientes γij y µij. De acuerdo con la ecuación (6.1) el
vector {Y }n estará constituido por las fuerzas ui (t), la matriz [A]n tendrá como
componentes a las relaciones entre ÿ1, ÿ2, ÿ3, ẏ1, ẏ2, ẏ3, y1, y2 y y3, mientras que el
vector {β} será el vector de parámetros a identificar constituido por los coeficientes
γij y µij.
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(a) λ = 0.95 y V = 10
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(b) λ = 0.95 y V = 1000

Figura 6.8: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
de parámetros estructurales de un sistema de un grado de libertad,
utilizando el sismo de SCTEO considerando 0 % de nivel de ruido
balnco y λ = 0.95.
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(a) λ = 0.99 y V = 10
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(b) λ = 0.99 y V = 1000

Figura 6.9: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadrados,
de parámetros estructurales de un sistema de un grado de libertad,
utilizando el sismo de SCTEO considerando 0 % de nivel de ruido
balnco y λ = 0.99.
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(a) λ = 0.95 y V = 10
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(b) λ = 0.95 y V = 1000

Figura 6.10: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales de un sistema de un grado de
libertad, utilizando el sismo de SCTEO considerando 2 % de nivel
de ruido blanco y λ = 0.95.
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(a) λ = 0.99 y V = 10
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(b) λ = 0.99 y V = 1000

Figura 6.11: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales de un sistema de un grado de
libertad, utilizando el sismo de SCTEO considerando 2 % de nivel
de ruido blanco y λ = 0.99.

iℵ



84 Mı́nimos Cuadrados para Identificación

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
−5

0

5

10

15
x 10

−3

Tiempo [seg]

M
as

a 
[k

g 
se

g2 /c
m

]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
−0.01

0

0.01

0.02

Tiempo [seg]

A
m

or
tig

ua
m

ie
nt

o 
[k

g 
se

g/
cm

]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

Tiempo [seg]

R
ig

id
ez

 [k
g/

cm
]

(a) λ = 0.95 y V = 10
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(b) λ = 0.95 y V = 1000

Figura 6.12: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales de un sistema de un grado de
libertad, utilizando el sismo de SCTEO considerando 5 % de nivel
de ruido blanco y λ = 0.95.
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(a) λ = 0.99 y V = 10
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(b) λ = 0.99 y V = 1000

Figura 6.13: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales de un sistema de un grado de
libertad, utilizando el sismo de SCTEO considerando 5 % de nivel
de ruido blanco y λ = 0.99.
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(a) 0 % de Nivel de Ruido Blanco
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(b) 2 % de Nivel de Ruido Blanco
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(c) 5 % de Nivel de Ruido Blanco

Figura 6.14: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales de un sistema de un grado de
libertad, utilizando el sismo de SCTEO y considerando una dismi-
nución del 50 % en la rigidez.
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A partir de la identificación de los coeficientes mencionados se puede hacer uso
de las igualdades de la ecuación (6.29) para obtener los valores de los componentes
de las matrices de rigidez y amortiguamiento. Por otro lado, al observar la forma de
las matrices de rigidez y amortiguamiento presentadas en la ecuación (2.5), misma
que por conveniencia se repite en la ecuación (6.37), se puede concluir que, para el
caso en estudio, se cumplen las siguientes igualdades (ecuación (6.38)).




∑3
i=0 mi 0 0 0
m1 m1 0 0
m2 0 m2 0
m3 0 0 m3








ü
ẍ1

ẍ2

ẍ3





+




c0 0 0 0
0 c1 + c2 −c2 0
0 −c2 c2 + c3 −c3

0 0 −c3 c3








u̇
ẋ1

ẋ2

ẋ3





+
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0 k1 + k2 −k2 0
0 −k2 k2 + k3 −k3
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) (P3
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−
(
m3

h3
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0 0 −
(
m3

h3

) (
m3

h3

)








u
gx1

gx2

gx3




. (6.37)

c1 = γ11,

c2 = −γ21 = γ12,

c3 = −γ32 = γ23,

k1 = µ11,

k2 = −µ21 = µ12,

k3 = −µ32 = µ23. (6.38)

6.4.1. Simulación Utilizando el Sismo de El Centro

Una vez descritas las ecuaciones básicas del algoritmo recursivo se procede a
realizar las identificaciones al igual que en los casos anteriores. En las figuras (6.15),
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(6.16) y (6.17) se muestra el resultado de la identificación para el modelo cuyas
matrices están definidas por la ecuación (4.19), mostrada nuevamente en la ecua-
ción (6.39). Como se puede observar la semejanza entre los valores estimados y los
teóricos es bastante buena en los niveles extremos, aún y cuando se está conside-
rando 5 % en el nivel de ruido de la señal, sin embargo en el nivel intermedio se
observa que la identificación de la rigidez no es tan buena, esto podŕıa deberse a
la interacción1 de las señales que debe considerarse para la identificación de dicho
nivel.

M =




0.0143 0.0000 0.0000
0.0000 0.0143 0.0000
0.0000 0.0000 0.0143


 kg seg2

cm
,

K =




32.00 −16.00 0.00
−16.00 32.00 −16.00

0.00 −16.00 16.00


 kg seg

cm
, (6.39)

Ξ =




0.0647 −0.0190 −0.0041
−0.0190 0.0606 −0.0231
−0.0041 −0.0231 0.0416


 kg

cm
.

6.4.2. Simulación Utilizando el Sismo de SCTEO

También se llevó a cabo la identificación del sistema utilizando al registro del
sismo de SCTEO como excitación; al igual que en las identificaciones anteriores se
está considerando que la señal se encuentra afectada por un nivel de ruido blanco de
5 %. En las figuras (6.18), (6.19) y (6.20) se muestra el resultado de la identificación
para el modelo cuyas matrices están definidas también por la ecuación (6.39). En las
gráficas dibujadas se puede observar la cercańıa que existe entre los valores teóricos
y los valores identificados, en este caso en todos los tres grados de libertad del
sistema.

1Como puede observarse en la ecuación (6.35), es en el nivel intermedio en donde se relacionan
entre śı las salidas de los tres niveles del modelo, ya que es necesario calcular los desplazamientos y
las velocidades relativas de los niveles 1 y 3, respecto de los desplazamientos y las velocidades del
nivel 2, para formar al renglón correspondiente a este nivel en la matriz [A]n. Esto no ocurre con
las ecuaciones (6.34) y (6.36) por no estar conectados directamente entre ellos los niveles extremos.
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Figura 6.15: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales del primer nivel de un sistema de
tres grados de libertad, utilizando el sismo de El Centro y consi-
derando 5 % de nivel de ruido blanco.

iℵ



90 Mı́nimos Cuadrados para Identificación

0 5 10 15 20 25 30 35
0

0.005

0.01

0.015

0.02

Tiempo [seg]

M
as

a 
[k

g 
se

g2 /c
m

]

0 5 10 15 20 25 30 35
−0.5

0

0.5

1

Tiempo [seg]

A
m

or
tig

ua
m

ie
nt

o 
[k

g 
se

g/
cm

]

0 5 10 15 20 25 30 35
−10

0

10

20

Tiempo [seg]

R
ig

id
ez

 [k
g/

cm
]

Figura 6.16: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales del segundo nivel de un sistema
de tres grados de libertad, utilizando el sismo de El Centro y con-
siderando 5 % de nivel de ruido blanco.
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Figura 6.17: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales del tercer nivel de un sistema de
tres grados de libertad, utilizando el sismo de El Centro y consi-
derando 5 % de nivel de ruido blanco.

iℵ



92 Mı́nimos Cuadrados para Identificación

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0

0.005

0.01

0.015

Tiempo [seg]

M
as

a 
[k

g 
se

g2 /c
m

]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0

0.005

0.01

0.015

Tiempo [seg]

A
m

or
tig

ua
m

ie
nt

o 
[k

g 
se

g/
cm

]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

Tiempo [seg]

R
ig

id
ez

 [k
g/

cm
]

Figura 6.18: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales del primer nivel de un sistema de
tres grados de libertad, utilizando el sismo de SCTEO y conside-
rando 5 % de nivel de ruido blanco.
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Figura 6.19: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales del segundo nivel de un sistema
de tres grados de libertad, utilizando el sismo de SCTEO y consi-
derando 5 % de nivel de ruido blanco.
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Figura 6.20: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales del tercer nivel de un sistema de
tres grados de libertad, utilizando el sismo de SCTEO y conside-
rando 5 % de nivel de ruido blanco.
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6.5. Edificio Instrumentado

Esta sección se basa en lo publicado en [30]. Debido a la complejidad del com-
portamiento de una estructura real, que aunque en el caso que nos ocupa está siendo
modelada como un sistema de tres grados de libertad, la interacción entre los tres
niveles equivalentes considerados no resulta ser tan obvia como en el modelo teórico
de tres grados de libertad, por lo que se consideró que el conjunto de ecuaciones que
describe el comportamiento del sistema tiene una forma similar a la descrita por las
ecuaciones (6.40), (6.41) y (6.42) en las que se considera la interacción de todos los
grados de libertad equivalentes entre śı. No obstante lo anterior, aqúı se genera una
ĺınea de investigación adicional respecto a la forma que deben tener las ecuaciones
diferenciales de segundo orden, que describan fielmente a un sistema real mediante
un sistema reducido.

m1ÿ1 + γ11ẏ1 + γ12 (ẏ1 − ẏ2) + γ13 (ẏ1 − ẏ3)

+µ11y1 + µ12 (y1 − y2) + µ13 (y1 − y3) = u1 (t) , (6.40)

m2ÿ2 + γ21 (ẏ2 − ẏ1) + γ22ẏ2 + γ23 (ẏ2 − ẏ3) +

+µ21 (y2 − y1) + µ22y2 + µ23 (y2 − y3) = u2 (t) , (6.41)

m3ÿ3 + γ31 (ẏ3 − ẏ1) + γ32 (ẏ3 − ẏ2) + γ33ẏ3+

+µ31 (y3 − y1) + µ32 (y3 − y2) + µ33y3 = u3 (t) . (6.42)

Aplicando el método de los mı́nimos cuadrados de manera individual sobre cada
una de las ecuaciones anteriores, y procediendo de forma similar a lo realizado para
el sistema teórico de tres grados de libertad, es posible identificar los parámetros es-
tructurales de los tres niveles equivalentes del edificio instrumentado. En las figuras
(6.21), (6.22) y (6.23) se muestran los resultados de esta identificación en la direc-
ción transversal utilizando el sismo del 21 de enero de 2003. Las trazas obtenidas
permiten ver que no se logra identificar a los parámetros satisfactoriamente.

En las figuras (6.24), (6.25) y (6.26) se muestran los resultados de la identifica-
ción del edificio en dirección longitudinal utilizando también el sismo del 21 de enero
de 2003 como excitación. Tampoco en este caso se logra identificar a los parámetros
satisfactoriamente.

Las figuras mostradas permiten observar que el algoritmo no da muy buenos
resultados en el caso del edificio real, esto se ve claramente en la identificación de
las masas, ya que ninguno de los valores a los que se llega coincide con los valores
teóricos supuestos. Por otro lado, los valores obtenidos para las rigideces no se
encuentran dentro del rango esperado para este tipo de inmuebles.

Lo anterior puede derivarse de dos situaciones principalmente. La primera de
ellas es la representación simplificada que se ha hecho del edificio real por medio de
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Figura 6.21: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales en la dirección transversal del
primer nivel equivalente del edificio parcialmente instrumentado,
utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.
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Figura 6.22: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales en la dirección transversal del
segundo nivel equivalente del edificio parcialmente instrumentado,
utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.
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Figura 6.23: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales en la dirección transversal del
tercer nivel equivalente del edificio parcialmente instrumentado,
utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.
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Figura 6.24: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales en la dirección longitudinal del
primer nivel equivalente del edificio parcialmente instrumentado,
utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.
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Figura 6.25: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales en la dirección longitudinal del
segundo nivel equivalente del edificio parcialmente instrumentado,
utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.
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Figura 6.26: Identificación en ĺınea, mediante el Método de Mı́nimos Cuadra-
dos, de parámetros estructurales en la dirección longitudinal del
tercer nivel equivalente del edificio parcialmente instrumentado,
utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.
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sólo tres niveles, lo cual a su vez tiene su origen en el número de sensores con que se
cuenta en el inmueble, o bien, a su ubicación dentro del mismo. Por otro lado, una
segunda explicación de los resultados obtenidos puede ser el algoritmo del método
de mı́nimos cuadrados que se está utilizando, tal vez en este caso conviene utilizar
un algoritmo no lineal en el que se tomen en cuenta, de manera más espećıfica, las
relaciones existentes entre las diferentes variables que definen el comportamiento
dinámico del inmueble. Una opción es el utilizar el algoritmo Recursivo de Mı́ni-
mos Cuadrados Extendido [35], conocido en inglés como Recursive Pseudo-Linear
Regression, el cual formalmente es idéntico al algoritmo lineal recursivo de mı́nimos
cuadrados, salvo que no parte de suponer que el modelo tiene la forma general au-
toregresiva con entradas exógenas (ARX), sino que supone que el modelo tiene la
forma general autoregresiva de promedio móvil con entradas exógenas, comúnmente
conocida como autoregressive moving average with exogenous input (ARMAX por
sus siglas en inglés), y que es no lineal en sus parámetros. Este algoritmo converge
mucho más lentamente que el algoritmo lineal recursivo de mı́nimos cuadrados, lo
cual se puede explicar por el hecho de que requiere, dentro del procedimiento de
estimación de parámetros, una aproximación del ruido blanco. Cabe mencionar que
la razón para no haber utilizado este algoritmo en el presente estudio se basa en el
enfoque mismo de la investigación, la cual se acotó a la identificación de sistemas
lineales.

6.6. Conclusiones

La identificación de los parámetros f́ısicos de masa, amortiguamiento y rigidez
es muy buena tanto para el sistema de un grado de libertad como para el de tres
grados de libertad. En este último caso para niveles grandes de ruido comienza
a haber dificultades para que converjan los parámetros, sin embargo, mediante la
manipulación de los valores del factor de olvido y de los valores iniciales de la matriz
de covarianza es posible obtener buenos resultados. Aqúı es importante recordar que
entre menor sea el valor del factor de olvido, más rápidamente responde el algoritmo
a los cambios, sin embargo, si el factor de olvido es muy pequeño la estimación puede
llegar a ser muy susceptible ante la presencia de variaciones espurias debidas a ruido.

Por otro lado, el Método de Mı́nimos Cuadrados no da buenos resultados en la
identificación del edificio instrumentado. En este caso es probable que la estructura
seleccionada para el modelo no sea lo suficientemente completa para describirlo,
o bien, que también en este caso el algoritmo no sea eficaz con el tipo de señal
utilizado, ya sea por el nivel de ruido que contiene o por su contenido de frecuen-
cias. Como se mencionó anteriormente, la ventaja de obtener directamente a los
parámetros f́ısicos mediante la identificación, lleva como contraparte la necesidad
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de conocer a la estructura del sistema; en el caso del edificio instrumentado surgen
dos complicaciones, la primera de ellas es que tal vez se requiera de una estructura
más compleja en la que interactúen las masas entre śı y no sólo las conectividades
entre ellas, ahora bien, aún bajo el supuesto de que se pueda salvar este aspecto, se
plantea la necesidad de establecer un procedimiento inverso que lleve de las matri-
ces estimadas equivalentes a matrices que permitan detectar fallas de manera más
espećıfica por nivel, es decir, a matrices en las que se vean reflejadas las caracteŕısti-
cas de todos los niveles que conforman a la estructura, al menos, bajo el supuesto
de que presenta un comportamiento de edificio de cortante, en el que únicamente
se tomen en cuenta los desplazamientos laterales y se desprecien los giros en las
conectividades.
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Caṕıtulo 7

Propuesta para la Obtención de
Matrices de Rigidez Equivalentes

7.1. Introducción

Si bien es cierto que la identificación de parámetros modales es un paso importante
en la identificación de sistemas mecánicos como las estructuras civiles, se tienen
diversas experiencias de lo limitado que resulta ser su uso para la detección de fallas
en sistemas tan grandes y complejos como los puentes y edificios. Por lo anterior,
existe la necesidad de desarrollar técnicas que, a partir de la identificación de los
parámetros modales, permitan generar criterios para la detección e identificación
de fallas en estructuras civiles.

En el presente caṕıtulo se propone una alternativa para el objetivo planteado
en el párrafo anterior, bajo la perspectiva de una cantidad limitada de información
proveniente de una instrumentación parcial, que no cubre en su totalidad los puntos
de registro necesarios para tener una descripción detallada del comportamiento del
inmueble, pero que por otro lado, es suficiente para identificar las caracteŕısticas
básicas del inmueble en estudio.

El desarrollo de esta propuesta podŕıa caer dentro de las metodoloǵıas sobre
reducción de modelos, sin embargo, el motivo de presentarla en este estudio no es
el de adentrarse en el tema, sino el de proveer de un medio que permita llegar a
criterios de detección de fallas en inmuebles parcialmente instrumentados.
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7.2. Planteamiento Teórico

Una vez calculados los parámetros modales es posible obtener una matriz de
rigidez equivalente normalizada respecto de las masas. Esto se logra partiendo de
la ecuación (3.24), repetida por conveniencia en la ecuación (7.1), ya que al cono-
cer cada una de las ωi, recordando que las ωi son las frecuencias naturales de la
estructura, se puede obtener la matriz M−1

m Km, la cual está definida por (7.2).

Ω2 = M−1
m Km, (7.1)

M−1
m Km =




ω2
1 0 · · · 0

0 ω2
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · ω2
n


 =




km1

mm1
0 · · · 0

0 km2

mm2
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · kmn
mmn


 . (7.2)

Recuerde que Mm y Km denotan a las matrices de masa modal y rigidez modal
respectivamente (ver ecuación (7.5)).

Ahora bien, de la matriz Cm obtenida a partir de (3.45), ecuación que por conve-
niencia también se repite en (7.3), se obtienen las formas modales que constituirán a
la matriz Φ, la cual, según la ecuación (3.14) (ver ecuación (7.5)), se puede emplear
para pasar del sistema de coordenadas modales q, a un sistema de coordenadas x, en
donde cada xi se encontrará ubicado en los niveles en los que se cuente con sensores
que permitan registrar el movimiento del edificio.

C̄mi = CmiT −1, (7.3)

donde:

T =

[
1
2

1
2−ξiωi+jωi

2
−ξiωi−jωi

2

]
. (7.4)

Mm ≡ ΦTMΦ, Ξm ≡ ΦTΞΦ, Km ≡ ΦTKΦ, (7.5)

donde Φ =
[
φ1 φ2 · · · φn

]
es la matriz compuesta por las formas modales φi.

La transformación de coordenadas se realiza mediante la aplicación de la ecua-
ción (7.6).

Kequivalente ≡ ΦT−1

KmΦ−1. (7.6)

iℵ



7.2 Planteamiento Teórico 107

Nota 7.1 Es muy importante aclarar que la identificación no permite obtener a
las rigideces y masas modales por separado, ya que como se aprecia en (7.2), lo
que se obtiene directamente son los cocientes de las rigideces modales entre las
masas modales. Por lo anterior, la matriz de rigidez equivalente obtenida por (7.6)
está normalizada respecto de las masas del edificio.

Nota 7.2 La matriz de rigidez equivalente del sistema Kequivalente, obtenida de
(7.6), describe a un sistema de n grados de libertad, donde n es igual al número de
pisos en el edificio real que cuentan con sensores de medición. Este sistema equi-
valente preserva las propiedades frecuenciales del edificio real, pero con un número
bastante reducido de grados de libertad. Sin olvidar que cada uno de los componentes
de la matriz Kequivalente está normalizado respecto de las masas, es posible consi-
derarlos como representaciones numéricas de las rigideces proporcionadas por los
elementos verticales resistentes de un bloque de niveles del edificio real, concentra-
das en una rigidez equivalente de dicho bloque. Cada uno de los bloques de niveles
a los que se hace referencia se define por la vecindad con los niveles del inmueble
que cuentan con sensores de medición. En otras palabras, se reduce el modelo del
edificio real a un modelo de n grados de libertad, cuyas rigideces de entrepiso son
representativas de las rigideces acumuladas de entrepiso de bloques de niveles en el
modelo original.

Por otro lado, las dimensiones de la matriz Kequivalente dependerán del número
de niveles que se encuentren instrumentados, ya que las formas modales obtenidas
mediante Cm, sólo cuentan con tantos valores como puntos de medición se hayan
tenido para llevar a cabo la identificación.

Una vez establecido el procedimiento para la obtención de la matriz de rigidez
equivalente Kequivalente, se puede generar algún criterio de detección de fallas que,
mediante ella, permita observar la variación de las propiedades de la estructura
después de un sismo intenso.

Ahora bien, recordando que un sistema puede ser considerado como un procesa-
dor de información (filtro), el cual recibe información de las señales de entrada para
posteriormente dar otro tipo de información en las señales de salida, es evidente que
dicho filtro (sistema) está constituido de un conjunto de entidades computacionales
que participan en la transformación de cada una de las señales que se reciben. Un
edificio es un sistema (filtro) en cuyo modelo matemático participan objetos tales
como las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez, cada una de las cuales operan
sobre las diferentes entradas que concurren al sistema, a saber: aceleaciones, velo-
cidades y desplazamientos respectivamente. En nuestro caso, la matriz Kequivalente

forma parte del sistema en estudio y a través de ella pueden analizarse ciertos as-
pectos importantes de la funcionalidad del sistema. En consecuencia, es de interés
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cuanti¯carla mediante un escalar que simpli¯que las comparaciones, y que por otro
lado, pueda aportar un sentido f¶³sico de su participaci¶on dentro del sistema. Una
forma de medir la magnitud de la transformaci¶on que aporta la matrizK equivalente

cuando opera sobre la se~nal de entrada que le corresponde, es mediante una norma,
y una de las normas m¶as utilizadas es la norma cuadr¶atica, la cual representa una
medida de la cantidad de energ¶³a que aporta el objeto. Por lo anterior, en el desa-
rrollo que se presenta a continuaci¶on se tomar¶a a la norma cuadr¶atica de la matriz
de rigidez equivalenteK equivalente como par¶ametro de comparaci¶on.

7.3. Conclusiones

Se ha planteado un procedimiento simple para la obtenci¶on de matrices equi-
valentes de sistemas representativos de inmuebles parcialmente instrumentados. A
partir de par¶ametros como el presentado en este cap¶³tulo ser¶a posible establecer
criterios de comparaci¶on y/o evaluaci¶on para la detecci¶on de fallas en dichos in-
muebles.
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Caṕıtulo 8

Identificación de Fallas con
Instrumentación Parcial

8.1. Introducción

Una vez que se han estudiado diferentes metodoloǵıas para la identificación de siste-
mas mecánicos como las estructuras civiles, y que se ha desarrollado una propuesta
para la obtención de matrices de rigidez equivalentes que proveen de un criterio de
comparación, se plantea la tarea de la identificación de fallas en estructuras civiles
parcialmente instrumentadas.

Para ello se llevará a cabo la identificación, mediante el uso del algoritmo de
identificación subespacial, del edificio instrumentado de 24 niveles que se ha venido
estudiando. Para este estudio se utilizarán los registros acelerográficos de los cinco
sismos de mayor intensidad que han sido captados por la instrumentación con que
cuenta el inmueble. Asimismo, se desarrollará y utilizará un modelo de elementos
finitos que permita reproducir el comportamiento de la estructura real, para que,
mediante la excitación del mismo con los registros acelerográficos referidos, se re-
produzca el comportamiento del inmueble ante escenarios de degradación de rigidez
y resistencia provocados por patrones de falla progresiva.

Las herramientas analizadas a lo largo de los caṕıtulos precedentes se emplerán
en lo que sigue para alcanzar el objetivo planteado en este caṕıtulo final de la
investigación.
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110 Identificación de Fallas

8.2. Identificación a Partir de Registros Acele-

rográficos

En esta sección se presenta la identificación del sistema utilizando el grupo
de datos que, como ya se mencionó anteriormente, consiste en los registros acele-
rográficos de los cinco sismos de mayor intensidad que han sido captados por la
instrumentación parcial instalada en el inmueble.

Los sismos que dan origen a los registros utilizados, tuvieron las caracteŕısticas
que se resumen en el cuadro 8.1.

Fecha Magnitud Duración Aceleración Espectral Epicentro
Escala de Richter [seg] Máxima [cm/ seg2 ]

13/01/2001 7.6 198 2.23 El Salvador

16/01/2002 6.3 154 0.85 Chiapas

30/01/2002 5.5 94 0.21 Tuxtepec

18/04/2002 6.3 205 1.60 Acapulco

21/01/2003 7.8 393 7.75 Colima

Cuadro 8.1: Caracteŕısticas de los sismos registrados.

De acuerdo con el procedimiento descrito en las secciones anteriores, se iden-
tificaron los parámetros modales del sistema para cada uno de los registros acele-
rográficos utilizados. En los cuadros 8.2 a 8.6 se muestran los resultados obtenidos
para las direcciones transversal (T) y longitudinal (L). Los resultados mostrados
son el peŕıodo, el factor de amortiguamiento modal (ξ) y la forma modal, todos
ellos para cada modo y en ambas direcciones.

Con base en los parámetros modales identificados, se calcularon las matrices de
rigidez equivalente del sistema, en ambas direcciones, para cada sismo registrado.
Posteriormente, se obtuvo la norma cuadrática para cada una de dichas matrices.
En el cuadro 8.7 se muestran los valores de las normas cuadráticas obtenidas para
cada caso.
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Dirección T
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.96 0.032
{

1.00 3.31 5.95
}T

2 1.06 0.031
{

1.00 1.02 −0.74
}T

3 0.69 0.024
{

1.00 −0.79 0.27
}T

Dirección L
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.58 0.026
{

1.00 2.75 5.21
}T

2 2.25 0.224
{

1.00 2.51 −1.52
}T

3 0.82 0.024
{

1.00 −0.39 0.01
}T

Cuadro 8.2: Parámetros modales identificados utilizando el registro del sismo
del 13 de enero de 2001.
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Dirección T
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.79 0.043
{

1.00 3.11 5.62
}T

2 1.03 0.026
{

1.00 1.07 −0.77
}T

3 0.64 0.059
{

1.00 −0.76 0.24
}T

Dirección L
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.49 0.032
{

1.00 2.88 5.38
}T

2 0.80 0.028
{

1.00 1.18 −0.82
}T

3 0.46 0.017
{

1.00 −0.71 0.19
}T

Cuadro 8.3: Parámetros modales identificados utilizando el registro del sismo
del 16 de enero de 2002.
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Dirección T
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.89 0.046
{

1.00 3.28 5.77
}T

2 1.02 0.025
{

1.00 0.99 −0.74
}T

3 0.61 0.067
{

1.00 −0.80 0.28
}T

Dirección L
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.44 0.030
{

1.00 2.80 5.13
}T

2 0.80 0.025
{

1.00 1.13 −0.81
}T

3 0.45 0.015
{

1.00 −0.74 0.21
}T

Cuadro 8.4: Parámetros modales identificados utilizando el registro del sismo
del 30 de enero de 2002.
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Dirección T
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.91 0.046
{

1.00 3.23 5.78
}T

2 1.05 0.033
{

1.00 0.87 −0.66
}T

3 0.63 0.061
{

1.00 −0.90 0.33
}T

Dirección L
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.57 0.025
{

1.00 2.81 5.14
}T

2 0.82 0.028
{

1.00 1.16 −0.83
}T

3 0.46 0.016
{

1.00 −0.72 0.20
}T

Cuadro 8.5: Parámetros modales identificados utilizando el registro del sismo
del 18 de abril de 2002.
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Dirección T
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 3.03 0.056
{

1.00 3.24 5.96
}T

2 1.10 0.045
{

1.00 1.03 −0.73
}T

3 0.67 0.084
{

1.00 −0.79 0.26
}T

Dirección L
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.66 0.046
{

1.00 2.84 5.14
}T

2 0.85 0.036
{

1.00 1.21 −0.86
}T

3 0.47 0.028
{

1.00 −0.69 0.19
}T

Cuadro 8.6: Parámetros modales identificados utilizando el registro del sismo
del 21 de enero de 2003.

Sismo � Dirección Transversal Longitudinal

13/01/2001 49.31 50.81

16/01/2002 59.71 119.07

30/01/2002 60.96 121.82

18/04/2002 51.52 118.71

21/01/2003 52.12 115.58

Cuadro 8.7: Normas cuadráticas de las matrices de rigidez equivalentes calcu-
ladas para cada sismo.
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8.3. Identificación a Partir de Simulaciones Ge-

neradas de los Registros Acelerográficos

En esta sección se presenta la identificación de los parámetros modales y de la
matriz de rigidez equivalente del modelo de elementos finitos del edificio instrumen-
tado. Este modelo consta de 830 nodos con seis grados de libertad cada uno, 1872
elementos barra tridimensionales y 696 elementos placa bidimensionales. El modelo
fue previamente calibrado utilizando mediciones de vibración ambiental para lograr
que reprodujera lo mejor posible el comportamiento del edificio real. La finalidad
de identificar las propiedades del modelo de elementos finitos, es la de validar su
uso para modelar condiciones de falla que se pudieran presentar en el edificio real,
con el fin de evaluar el uso de la norma cuadrática de la matriz de rigidez equiva-
lente obtenida con el procedimiento propuesto, como un posible indicador para la
detección de fallas en el inmueble.

Para poder realizar la identificación del sistema se obtuvieron las historias de
aceleración en los mismos puntos en los que se tienen colocados los sensores en el
edificio real. Estas historias de aceleración se obtienen a partir del análisis dinámico
paso a paso del modelo, considerando como condición de carga, a una excitación
en la base del edificio igual a la aceleración del terreno medida en cada uno de los
eventos śısmicos considerados(ver Cuadro 8.1). De esta forma, se trata de obtener
registros de aceleración simulados, a través del modelo de elementos finitos, bajo las
mismas condiciones de carga con las que se identificaron los parámetros del edificio
real en la sección anterior.

Cada una de las historias de aceleración simuladas se consideraron como salidas
del sistema, y a partir de ellas se identificaron los parámetros modales del modelo
de elementos finitos que se muestran en los cuadros 8.8 a 8.12. Al igual que en la
sección anterior, la identificación se lleva a cabo tanto en la dirección transversal
como en la dirección longitudinal.

Al igual que en la sección anterior, y con base en los parámetros modales identi-
ficados del modelo de elementos finitos, se calcularon las matrices de rigidez equiva-
lente del sistema, en ambas direcciones, para cada sismo registrado. Posteriormente,
se obtuvo la norma cuadrática para cada una de dichas matrices. En el cuadro 8.13
se muestran los valores de las normas cuadráticas obtenidas para cada caso.
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Dirección T
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.95 0.054
{

1.00 2.40 3.76
}T

2 1.09 0.050
{

1.00 0.73 −0.73
}T

3 0.61 0.053
{

1.00 −0.99 0.36
}T

Dirección L
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.47 0.067
{

1.00 2.59 4.68
}T

2 1.56 −0.097
{

1.00 1.76 −1.19
}T

3 0.75 0.052
{

1.00 −0.52 0.07
}T

Cuadro 8.8: Parámetros modales identificados del modelo de elementos finitos
utilizando el sismo del 13 de enero de 2001.
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Dirección T
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.95 0.048
{

1.00 2.42 3.81
}T

2 1.09 0.050
{

1.00 0.72 −0.72
}T

3 0.60 0.060
{

1.00 −1.01 0.38
}T

Dirección L
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.43 0.061
{

1.00 2.57 4.64
}T

2 0.75 0.051
{

1.00 0.99 −0.76
}T

3 0.41 0.000
{

1.00 −0.83 0.24
}T

Cuadro 8.9: Parámetros modales identificados del modelo de elementos finitos
utilizando el sismo del 16 de enero de 2002.
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Dirección T
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.86 0.072
{

1.00 2.52 3.82
}T

2 1.09 0.052
{

1.00 0.75 −0.75
}T

3 0.59 0.060
{

1.00 −0.96 0.37
}T

Dirección L
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.46 0.070
{

1.00 2.57 4.62
}T

2 0.75 0.052
{

1.00 0.99 −0.77
}T

3 0.38 0.024
{

1.00 −0.82 0.24
}T

Cuadro 8.10: Parámetros modales identificados del modelo de elementos finitos
utilizando el sismo del 30 de enero de 2002.
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Dirección T
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.95 0.051
{

1.00 2.42 3.80
}T

2 1.09 0.050
{

1.00 0.75 −0.74
}T

3 0.60 0.059
{

1.00 −0.97 0.36
}T

Dirección L
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.47 0.068
{

1.00 2.56 4.59
}T

2 0.75 0.051
{

1.00 0.98 −0.77
}T

3 0.39 0.028
{

1.00 −0.83 0.24
}T

Cuadro 8.11: Parámetros modales identificados del modelo de elementos finitos
utilizando el sismo del 18 de abril de 2002.
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Dirección T
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.95 0.053
{

1.00 2.39 3.76
}T

2 1.09 0.050
{

1.00 0.74 −0.74
}T

3 0.60 0.058
{

1.00 −0.99 0.36
}T

Dirección L
Modo Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

1 2.43 0.073
{

1.00 2.60 4.76
}T

2 0.75 0.051
{

1.00 1.00 −0.76
}T

3 0.41 0.022
{

1.00 −0.82 0.24
}T

Cuadro 8.12: Parámetros modales identificados del modelo de elementos finitos
utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.

Sismo � Dirección Transversal Longitudinal

13/01/2001 49.84 55.16

16/01/2002 50.07 134.77

30/01/2002 54.22 155.01

18/04/2002 53.01 145.90

21/01/2003 51.66 138.01

Cuadro 8.13: Normas cuadráticas de las matrices de rigidez equivalentes del
modelo de elementos finitos calculadas para cada sismo.
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8.4. Identificación a Partir de Simulaciones en las

que se Generan Condiciones de Falla Progre-

siva

Una vez validado el modelo de elementos finitos con los resultados de la sec-
ción anterior, es posible utilizarlo para tratar de identificar al sistema bajo algunas
condiciones de falla.

Nota 8.1 La bondad de hacer esto estriba en la capacidad que se tiene de probar
el procedimiento utilizado para detectar e identificar fallas en el inmueble, sin tener
que esperar a que éstas se presenten en la estructura real.

Para poder llevar a cabo la identificación del inmueble, bajo estas condiciones,
es necesario definir los escenarios que se supondrán en el deterioro del mismo, es
decir, se requiere establecer las condiciones de falla para las cuales se obtendrán los
parámetros del sistema. Este primer paso no cuenta con una solución obvia para un
inmueble de las caracteŕısticas del que se encuentra en estudio; con todo rigor, hay
un número muy grande de formas en la que el edificio puede presentar deterioro
en la rigidez y resistencia de sus elementos estructurales, más grande aún que el
mismo número de sus elementos, ya que las combinaciones para el desarrollo de los
posibles mecanismos de falla son prácticamente infinitas, además, es posible que
cada sismo en particular active diferentes mecanismos de acuerdo con sus propias
caracteŕısticas, con lo que el panorama se complica.

No obstante lo anterior, es posible establecer procedimientos con criterios inge-
nieriles que permitan acotar las posibilidades en cuanto a las combinaciones de los
mecanismos de falla. Esto se hace a diario, en los despachos de cálculo estructural,
cuando se utilizan procedimientos de análisis que emplean las envolventes proba-
biĺısticas de los sismos que pueden ocurrir en un lugar determinado, tales envolventes
son conocidas como espectros de diseño y resultan ser la única herramienta práctica
con que cuentan los ingenieros para hacer diseños basados en análisis dinámicos
de los inmuebles. El inconveniente que presentaŕıa el utilizar este procedimiento
de análisis en este estudio, es el hecho de que los resultados que se obtienen del
mismo, son envolventes a su vez de los elementos mecánicos y de las respuestas de
la estructura ante las excitaciones a las que se somete. De hecho, la única forma de
obtener historias de la respuesta del inmueble útiles para realizar la identificación
del sistema, es mediante un análisis paso a paso. En este tipo de análisis se requiere
de señales de entrada que exciten al modelo, para que, del análisis del inmueble
se obtengan las historias de respuesta del mismo, aśı como los valores máximo y
mı́nimo de cada uno de sus elementos mecánicos.
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Es por ello que para llevar a cabo esta parte del trabajo, se optó por utilizar al
registro del sismo del 21 de enero de 2003 como señal de entrada en el modelo de
elementos finitos, y aśı obtener historias de aceleración que permitan llevar a cabo
la identificación del sistema. La razón de haber seleccionado este registro entre los
otros es debido a que tiene la duración más larga, y de esta forma es susceptible de
ser escalado por etapas. El escalamiento del registro es necesario debido a que su
intensidad no es suficiente para producir daño en el inmueble tal y como se requiere.

Otro punto que hay que definir es la localización del daño entre los diferentes
elementos estructurales del inmueble. Esto no representa un problema menor, ya
que la evaluación de la aparición de una eventual falla en cada elemento, requiere
no sólo del conocimiento de la demanda de resistencia a la que se ve expuesto, sino
de su propia capacidad resistente. Ahora bien, si lo que se busca es la aparición
del mecanismo de falla que generará la excitación en consideración, seŕıa necesario
evaluar para cada intervalo de tiempo, y en todos los elementos estructurales a la
vez, si las demandas de resistencia no han sobrepasado a las resistencias mismas, lo
que implica un trabajo sumamente laborioso por parte del analizador. Por todo lo
anterior, es conveniente delimitar los puntos sobre los cuales se buscará fundamentar
al mecanismo de falla que permita observar la degradación de la rigidez y resistencia
del inmueble. Para ello se establece que se considerarán únicamente a las columnas
del inmueble que son parte constitutiva de la torre, dejando a un lado para efectos
de este análisis, la posibilidad de aparición de fallas en todas las trabes del inmueble,
aśı como en los muros de concreto, y columnas que no se encuentren en lo que se
define como torre del mismo, es decir, no se considerará la posibilidad de falla sobre
las columnas que constituyen a la estructura del estacionamiento.

Ahora bien, se considerará que una columna presenta falla si se cumple con
alguna de las dos condiciones siguientes:

Su capacidad para resistir flexocompresión biaxial se ve excedida.

Su capacidad para resistir fuerzas cortantes se ve excedida.

Con base en lo anterior, se estableció un procedimiento para evaluar la capacidad
de todas y cada una de las columnas, que constituyen la torre, bajo flexocompresión
biaxial y fuerza cortante. Esta resistencia se compara con la demanda impuesta por
la excitación, y en caso de ser excedida por esta última se considera que se presenta
una falla en la columna.

Con el fin de aclarar el procedimiento utilizado, se enumeran a continuación los
pasos que se siguieron para llevar a cabo la identificación bajo estas condiciones.

1. Definir diferentes etapas o secciones en las que se pueda dividir al registro
śısmico con el fin de generar daño progresivo en la estructura. Un criterio
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sencillo para esta actividad es el definir dichas etapas en términos de los picos
de mayor intensidad que presentan las señales.

2. Escalar a la primera etapa o sección del registro, para utilizarla como entrada
en el modelo de elementos finitos buscando generar las primeras fallas en las
columnas consideradas.

3. Una vez escalada la primera etapa, aplicar el mismo factor de escalamiento
con cada una de las etapas subsiguientes con el fin de ir generando la aparición
de fallas adicionales en las columnas en estudio.

4. Para cada etapa de aparición de fallas se lleva a cabo la identificación de los
parámetros modales del inmueble, aśı como de las matrices de rigidez equi-
valentes y de sus normas cuadráticas respectivas, utilizando el procedimiento
descrito en este trabajo.

La evaluación, de la aparición de fallas en las columnas en estudio, sigue a su
vez una serie de pasos que se definen a continuación.

1. Se toma la etapa correspondiente del registro escalada y se le suministra como
excitación al modelo de elementos finitos.

2. Se lleva a cabo el análisis paso a paso del modelo.

3. Se obtienen los elementos mecánicos generados por la excitación en cada una
de las columnas en estudio.

4. Se procesa la información del punto anterior utilizando un programa de compu-
tadora desarrollado por el que suscribe este informe, en el que se evalua si la
capacidad de la columna ha sido sobre pasada. Esta evaluación considera a
las dos condiciones de falla descritas anteriormente.

5. En caso de que no se hubiese logrado generar fallas (adicionales) en las colum-
nas, se procede a escalar nuevamente a la etapa del registro en cuestión y se
repite el proceso a partir del punto 1. Si por el contrario, aparecen fallas (adi-
cionales) en las columnas, se lleva a cabo la identificación de los parámetros
del sistema y se colocan articulaciones en los puntos de las columnas en los
que se ha excedido su capacidad.

6. Antes de proceder a utilizar una nueva etapa o sección del registro, se vuelve
a analizar al modelo, pero ahora con las articulaciones colocadas a partir del
punto 5. Esto tiene como finalidad el observar la redistribución de la carga
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en las columnas restantes, la cual puede llevar a que otras columnas que no
hab́ıan presentado falla, la presenten una vez que las otras ya la presentaron;
de ser este el caso se vuelve a realizar la identificación del sistema y a colocar
las (nuevas) articulaciones en los puntos de las columnas en las que se ha
excedido su capacidad.

7. Se repite el punto 6 hasta que ya no se generen más fallas debido a la redis-
tribución de la carga.

8. Una vez que se cumple con lo establecido en el punto 7, se procede a to-
mar la siguiente etapa o sección del registro, aplicándole el mismo factor de
escalamiento de la etapa anterior y se repite el proceso a partir del punto 1.

9. El proceso termina cuando se ha logrado generar un mecanismo de falla que
acerque al inmueble a la inestabilidad. Un criterio para decidir esto puede
ser el uso de los parámetros que se han ido identificando en cada etapa de
acumulación del daño.

Nota 8.2 Como es de suponerse, cada uno de los puntos anteriores implica una
continua intervención del analista. Por otro lado, la descripción que se ha hecho
ha sido de forma general, y será necesario describir con mayor detalle algunos de
los pasos del proceso, en especial el paso 4, el cual será motivo de un informe
complementario.

A partir de la aplicación del procedimiento descrito, es posible considerar seis
diferentes etapas de falla progresiva. En cada una de ellas se utiliza a su vez el
procedimiento propuesto para identificación de los parámetros modales y matrices
de rigidez equivalentes en el inmueble.

Para apreciar mejor la utilidad de los resultados conviene analizar brevemente
el significado de la simplificación que se está utilizando. El hecho de contar con una
instrumentación parcial, es decir, el contar con sensores sólo en algunos niveles y
no en todos, limita los resultados que se pueden obtener. De acuerdo a lo mostra-
do anteriormente, al llevar a cabo la identificación de los parámetros modales, es
posible obtener las formas modales del sistema, con valores bien definidos de los
desplazamientos modales, sólo en aquellos niveles en donde se ubican los sensores.
A partir de este resultado se concluye que, la matriz de rigidez equivalente obtenida
posteriormente, es una matriz que se forma a partir de las rigideces de tres grandes
bloques de entrepisos, es decir, los valores contenidos en ella son representativos de
un modelo de tres grados de libertad que es equivalente al modelo del inmueble, en
tanto que conserva el contenido de frecuencias del edificio real. Este nuevo sistema
equivalente reducido, no permite establecer con precisión parámetros f́ısicos tales
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como desplazamientos de entrepiso o distorsiones de estrepiso a los que está acos-
tumbrado todo ingeniero civil, pero por otro lado, permite detectar a través de
sus valores y estructura, cambios experimentados por el sistema en algún grupo de
elementos estructurales que sustentan al inmueble.

Al aplicar los procedimientos propuestos, se buscará establecer si la norma
cuadrática de la matriz de rigidez equivalente es una medida confiable que per-
mita detectar la ocurrencia de una falla en el inmueble, mientras que se valorará la
posibilidad de localizar dicha falla mediante la estructura de la matriz de rigidez
equivalente calculada.

En los cuadros 8.14, 8.15 y 8.16 se muestra una comparación de los parámetros
modales identificados, para los tres modos, bajo las diferentes condiciones de falla.

Ahora bien, en el cuadro 8.17 se puede observar la comparación de las normas
cuadráticas de las matrices de rigidez equivalente calculadas para cada condición
de falla.

8.5. Conclusiones

En primera instancia se pueden comentar los resultados respecto a las normas
cuadráticas, de las matrices de rigidez equivalentes, obtenidas al utilizar los regis-
tros acelerográficos captados por la instrumentación parcial del inmueble. Como se
puede observar en el cuadro 8.7 hay una consistencia en los valores de las normas
cuadráticas calculadas, excepto en aquellas correspondientes al sismo del 13 de ene-
ro de 2001. Es de considerarse el hecho de que este sismo es el que tuvo el epicentro
más alejado a la Ciudad de México, por lo que la señal fue filtrada a través de la
distancia que tuvo que recorrer antes de llegar al edificio; vale la pena detenerse un
momento en analizar el efecto que esto puede tener en la excitación al edificio. De
acuerdo con los conocimientos que se tienen en el campo de la propagación de ondas
śısmicas [25], es bien sabido que los sismos de mayor magnitud producen movimien-
tos de mayor duración y peŕıodos grandes en comparación con los movimientos
producidos de menor magnitud; en consecuencia, el contenido de frecuencias en el
movimiento del terreno está ı́ntimamente relacionado con la magnitud del sismo.
Por otro lado, en la medida en que las ondas śısmicas viajan a través del terreno,
las componentes del movimiento de frecuencias altas se van disipando y son absor-
bidas por el terreno de forma más rápida que las componentes de baja frecuencia.
Como consecuencia, el contenido de frecuencias del movimiento del terreno cambia
con la distancia y su intensidad disminuye. Un aspecto importante del cambio en el
contenido de frecuencias con la distancia es el que involucra el desplazamiento de la
amplitud del espectro de Fourier hacia las frecuencias bajas, o hacia peŕıodos altos.
Como resultado, el peŕıodo fundamental del movimiento del terreno se incrementa
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Dirección T
Condición Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

Original 2.95 0.053
{

1.00 2.39 3.76
}T

Falla 1 2.98 0.052
{

1.00 2.42 3.84
}T

Falla 2 2.92 0.057
{

1.00 2.38 3.75
}T

Falla 3 2.95 0.058
{

1.00 2.32 3.64
}T

Falla 4 2.95 0.058
{

1.00 2.32 3.64
}T

Falla 5 3.39 0.104
{

1.00 2.64 4.19
}T

Falla 6 3.54 0.083
{

1.00 2.46 3.77
}T

Dirección L
Condición Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

Original 2.43 0.073
{

1.00 2.60 4.76
}T

Falla 1 2.44 0.072
{

1.00 2.56 4.65
}T

Falla 2 2.46 0.058
{

1.00 2.58 4.65
}T

Falla 3 2.47 0.058
{

1.00 2.57 4.53
}T

Falla 4 2.46 0.058
{

1.00 2.56 4.51
}T

Falla 5 2.58 0.042
{

1.00 2.57 4.56
}T

Falla 6 2.72 0.046
{

1.00 2.53 4.49
}T

Cuadro 8.14: Parámetros para el modo 1 identificados del modelo de elementos
finitos utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.
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Dirección T
Condición Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

Original 1.09 0.050
{

1.00 0.74 −0.74
}T

Falla 1 1.09 0.050
{

1.00 0.73 −0.72
}T

Falla 2 1.10 0.052
{

1.00 0.74 −0.73
}T

Falla 3 1.11 0.051
{

1.00 0.71 −0.73
}T

Falla 4 1.11 0.051
{

1.00 0.71 −0.73
}T

Falla 5 1.19 0.062
{

1.00 0.77 −0.73
}T

Falla 6 1.24 0.063
{

1.00 0.61 −0.66
}T

Dirección L
Condición Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

Original 0.75 0.051
{

1.00 1.00 −0.76
}T

Falla 1 0.75 0.051
{

1.00 0.99 −0.76
}T

Falla 2 0.75 0.049
{

1.00 0.99 −0.78
}T

Falla 3 0.76 0.053
{

1.00 0.98 −0.78
}T

Falla 4 0.76 0.053
{

1.00 0.98 −0.78
}T

Falla 5 1.10 −0.01
{

1.00 0.73 −0.63
}T

Falla 6 1.25 0.051
{

1.00 2.09 −1.40
}T

Cuadro 8.15: Parámetros para el modo 2 identificados del modelo de elementos
finitos utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.
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Dirección T
Condición Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

Original 0.60 0.058
{

1.00 −0.99 0.36
}T

Falla 1 0.60 0.063
{

1.00 −1.01 0.38
}T

Falla 2 0.60 0.065
{

1.00 −0.99 0.36
}T

Falla 3 0.60 0.070
{

1.00 −1.02 0.38
}T

Falla 4 0.60 0.071
{

1.00 −1.03 0.38
}T

Falla 5 0.64 0.060
{

1.00 −0.95 0.36
}T

Falla 6 0.67 0.055
{

1.00 −1.13 0.47
}T

Dirección L
Condición Peŕıodo [seg] ξ Forma Modal

Original 0.41 0.022
{

1.00 −0.82 0.24
}T

Falla 1 0.40 0.030
{

1.00 −0.83 0.24
}T

Falla 2 0.42 0.020
{

1.00 −0.82 0.24
}T

Falla 3 0.44 0.020
{

1.00 −0.82 0.25
}T

Falla 4 0.45 0.021
{

1.00 −0.83 0.25
}T

Falla 5 0.78 0.051
{

1.00 −1.05 0.37
}T

Falla 6 0.81 −0.029
{

1.00 −0.46 0.03
}T

Cuadro 8.16: Parámetros para el modo 3 identificados del modelo de elementos
finitos utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.
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Condición � Dirección Transversal % Longitudinal %

Original 51.66 0.00 138.01 0.00

Falla 1 50.53 −2.19 130.50 −5.44

Falla 2 50.52 −2.21 130.15 −5.70

Falla 3 49.36 −4.45 117.62 −14.77

Falla 4 49.13 −4.90 110.80 −19.72

Falla 5 47.63 −7.80 28.73 −79.18

Falla 6 35.36 −31.55 21.06 −84.74

Cuadro 8.17: Normas cuadráticas de las matrices de rigidez equivalentes del
modelo de elementos finitos calculadas para cada condición de
falla utilizando el sismo del 21 de enero de 2003.

cuando se incrementa la distancia epicentral.

En las figuras 8.1 a 8.10 se muestran los espectros de respuesta de cada uno
de los cinco sismos utilizados en su dos componentes. Como se puede observar, en
los sismos del 16 de enero de 2002, 30 de enero de 2002, 18 de abril de 2002 y 21
de enero de 2003, el peŕıodo fundamental del movimiento del terreno se encuentra
aproximadamente entre 1.00 y 2.00 seg. con un valor promedio de 1.50 seg., lo cual
es caracteŕıstico del terreno de transición en la Ciudad de México; sin embargo,
en el espectro de respuesta del sismo del 13 de enero de 2001, se observa que el
peŕıodo fundamental del movimiento del terreno se recorre hasta el intervalo de
2.50 a 3.00 seg, lo cual, de acuerdo a lo explicado anteriormente, se puede atribuir
a la distancia epicentral del sismo en cuestión; y si bien esta distancia epicentral
es muy grande, dada la magnitud del sismo, no fue suficiente para atenuarlo por
completo, y al llegar al inmueble tuvo aún la enerǵıa suficiente para excitarlo pero
con un peŕıodo de excitación muy cercano al peŕıodo natural de vibración del primer
modo del inmueble (3.00 seg); esta cercańıa entre el peŕıodo de la excitación y el
peŕıodo fundamental del inmueble generó una respuesta t́ıpica de resonancia, que
si bien por la atenuación de las ondas śısmicas no generó problemas en el inmueble,
si fue capaz de excitar al inmueble de forma diferente a la manera en que fue
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excitado por los otros sismos. El efecto que tuvo esta caracteŕıstica de la señal en la
identificación y en las matrices de rigidez equivalentes, podŕıa hacer pensar en una
disminución importante en la rigidez del inmueble, sin embargo en los hechos esto no
fue aśı, y lo que se puede observar en los resultados obtenidos es el efecto que puede
provocar la resonancia en el comportamiento de un inmueble que experimenta este
fenómeno; en otras palabras, para efectos de la identificación de estructuras civiles,
la presencia de resonancia en el inmueble puede llegar a tener el mismo efecto en
su comportamiento que el que tendŕıa una disminución importante en la rigidez del
mismo.
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Figura 8.1: Espectro de respuesta del sismo del 13 de enero de 2001 en dirección
X.

Por otro lado, cuando se utilizan las simulaciones generadas a partir de registros
acelerográficos, las normas cuadráticas calculadas siguen la misma tendencia que las
arriba mencionadas, es decir, la mayoŕıa de ellas presentan valores cercanos entre
śı, excepto las correspondientes al sismo del 13 de enero de 2001, y para las cuales
vale el comentario hecho en el párrafo anterior. Asimismo, tomando como base la
semejanza de los valores observados en los cuadros 8.7 y 8.13 se infiere que el modelo
de elementos finitos puede ser útil para simular el comportamiento del edificio real.

Ahora bien, antes de proseguir con los comentarios sobre los resultados obtenidos
en las simulaciones del deterioro gradual del inmueble, conviene reflexionar por un
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Figura 8.2: Espectro de respuesta del sismo del 13 de enero de 2001 en dirección
Y.
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Figura 8.3: Espectro de respuesta del sismo del 16 de enero de 2002 en dirección
X.
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Figura 8.4: Espectro de respuesta del sismo del 16 de enero de 2002 en dirección
Y.
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Figura 8.5: Espectro de respuesta del sismo del 30 de enero de 2002 en dirección
X.
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Figura 8.6: Espectro de respuesta del sismo del 30 de enero de 2002 en dirección
Y.
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Figura 8.7: Espectro de respuesta del sismo del 18 de abril de 2002 en dirección
X.
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Figura 8.8: Espectro de respuesta del sismo del 18 de abril de 2002 en dirección
Y.
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Figura 8.9: Espectro de respuesta del sismo del 21 de enero de 2003 en dirección
X.
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Figura 8.10: Espectro de respuesta del sismo del 21 de enero de 2003 en direc-
ción Y.
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momento sobre las diferencias que se observan en los parámetros identificados para
cada sismo. Si bien es cierto que la respuesta registrada en cada evento es represen-
tativa del mismo edificio, con todo rigor, son a su vez representativas de sistemas
“diferentes”, ya que las condiciones de masa, temperatura y hasta humedad hacen
del inmueble un sistema variante en el tiempo. Por otro lado, a pesar de que lo re-
cien mencionado es cierto, no acaba de explicar por śı mismo las diferencias que se
observan, ya que estas mismas diferencias se observan también en la identificación
que se hace utilizando las simulaciones con el modelo de elementos finitos, el cual
por su propia naturaleza no presenta las condiciones de variabilidad del edificio real.
En este caso, la única diferencia entre una identificación y otra estriba en la señal
que se utiliza para excitar al sistema. Como se mencionó anteriormente, se utilizan
los registros de aceleraciones en la base obtenidos de cada sismo como agente de
excitación sobre el modelo, y es precisamente en esas señales en donde se puede
encontrar una clave para explicar tales diferencias en un modelo que no vaŕıa sus
caracteŕısticas en el tiempo. De acuerdo con [50], cuando se lleva a cabo la identi-
ficación del sistema mediante una reducción del modelo - lo cual es precisamente
lo que se propone en este trabajo dada la complejidad de las estructuras civiles y
la cantidad limitada de sensores para instrumentarla - se genera un error debido a
la pérdida de información por el truncamiento del modelo mismo. Dependiendo del
tipo de algoritmo subespacial que se utilice, el error queda condicionado a diferentes
variables, sin embargo, de forma general, se puede concluir que el error en el modelo
llega a ser pequeño cuando la señal de entrada es rica en su contenido de frecuencias,
lo cual lleva a un resultado intuitivo: mucha enerǵıa de entrada en una banda deter-
minada de frecuencias producirá un modelo (y una identificación de los parámetros
del modelo) muy precisa en dicha banda. Asimismo, el error tiende a ser pequeño en
bandas de frecuencia para las cuales la razón entrada a ruido es grande. Partiendo
de estas observaciones, se hace evidente la dependencia que tiene la identificación
respecto del contenido de frecuencias de la señal de entrada al algoritmo, la cual,
en el caso del inmueble en estudio, depende del inmueble en su mayor parte, pero
también depende de la señal de excitación que genera la historia de aceleraciones
con las que se lleva a cabo la identificación. De lo anterior se concluye que, más
allá de la variabilidad en el tiempo del sistema, las señales con las que se identifican
los parámetros del sistema tienen pequeñas diferencias entre śı, debido al contenido
de frecuencias en el movimiento del terreno para cada sismo en particular.

Siguiendo adelante, los resultados mostrados en el cuadro 8.17 resultan ser de
particular interés. En él se muestran los valores de las normas cuadráticas de las
matrices de rigidez obtendidas para modelos del edificio en el que se considera
condiciones de falla progresiva en el inmueble. Como puede observarse, un poten-
cial deterioro progresivo en el inmueble puede ser detectado mediante la norma
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cuadrática calculada, y no aśı mediante alguna variación en los peŕıodos de los
modos fundamentales. Lo anterior ratifica lo comentado en la literatura, sobre la
dificultad que representa el establecer la detección de fallas en términos de variacio-
nes de los peŕıodos fundamentales de los sistemas en estudio. En la referencia [11]
se puede encontrar una de las listas más completas de referencias sobre este tema,
dentro de las cuales se encuentra un buen número que avalan los resultados que
aqúı se han encontrado.

Otro aspecto notable de comentar es el hecho de que, si bien es cierto que
las variaciones observadas entre los valores calculados de las normas cuadráticas
para las diferentes condiciones de falla son evidentes, cuando se comparan éstos
con los valores presentados en los cuadros 8.7 y 8.13 se puede hacer la siguiente
puntualización.

Nota 8.3 Es clara la dificultad que representaŕıa en etapas iniciales del deterioro
de la rigidez en un caso real, el establecer si la variación, respecto de un valor
teórico, del valor de la norma cuadrática que se está observando en ese momento,
se debe a una falla en el inmueble, o bien, a la señal que está generando el sismo.

Este problema no es menor, y de acuerdo con lo obtenido en esta investigación,
es necesario hacer participar criterios adicionales para poder discretizar con mayor
precisión la aparición de fallas en el inmueble. Uno de los criterios tradicionales
utilizado en la Ingenieŕıa Estructural para determinar la aparición de daños en los
elementos estructurales, es el valor del desplazamiento relativo de entrepiso. Este
parámetro permite establecer ĺımites que no deben ser sobrepasados en las estruc-
turas y de hecho es parte de las reglamentaciones en la mayoŕıa de los páıses con
gran incidencia de movimientos telúricos. Actualmente está siendo utilizado para
detectar daño en estructuras civiles con niveles de instrumentación mayores al ins-
talado en el inmueble en estudio [6]. Como muestra de cómo se podŕıa utilizar en
combinación con la identificación utilizada en esta investigación, se muestran en
el cuadro 8.18 los valores de los desplazamientos relativos de entrepiso máximos
(DREM) calculados utilizando el modelo de elementos finitos, y los valores de la
normas cuadráticas de las matrices de rigidez equivalentes (NCMRE) para cada uno
de los sismos analizados y para los niveles de falla considerados. Como se puede ob-
servar, a pesar de que las normas cuadráticas calculadas para los diferentes sismos
y para las etapas iniciales del deterioro de la rigidez pueden ser muy cercanas, el
desplazamiento relativo de entrepiso máximo resulta ser un parámetro certero para
distinguir condiciones de falla en el inmueble. Ahora bien, dada la instrumenta-
ción parcial con que cuenta el imueble, es imposible establecer los desplazamientos
relativos de entrepiso para cada uno de los niveles de la estructura que nos permi-
tan establecer comparaciones como las mostradas en el cuadro 8.18, sin embargo,
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se puede trabajar en un criterio similar a este para complementar la detección de
fallas con el procedimiento propuesto en este trabajo.

Sismo o Condición � Dirección Transversal Longitudinal
DREM NCMRE DREM NCMRE

13/01/2001 0.000450 49.84 0.000197 55.16

16/01/2001 0.000418 50.07 0.000195 134.77

30/01/2001 0.000400 54.22 0.000157 155.01

18/04/2002 0.000430 53.01 0.000197 145.90

21/01/2003 0.001002 51.66 0.000599 138.01

Falla 1 0.004683 50.53 0.002732 130.50

Falla 2 0.006475 50.52 0.005125 130.15

Falla 3 0.006562 49.36 0.005157 117.62

Falla 4 0.016932 49.13 0.015732 110.80

Falla 5 0.023303 47.63 0.021275 28.73

Falla 6 0.026981 35.36 0.019693 21.06

Cuadro 8.18: Desplazamientos relativos máximos de entrepiso y normas
cuadráticas de las matrices de rigidez equivalentes del modelo
de elementos finitos calculadas para cada sismo y cada condición
de falla analizada.

Por último, si bien es cierto que, a partir de los resultados obtenidos, se puede
considerar a las normas cuadráticas de las matrices de rigidez equivalentes como
un medio para detectar fallas, no es posible llevar a cabo la localización de las
mismas a través de dicho parámetro, o a través de la estructura de las matrices
de rigidez equivalentes, ya que la distribución de daños se da en varios niveles a
la vez, y las matrices equivalentes obtenidas resultan ser elementos muy limitados
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para captar tales sucesos. El complementar el presente estudio con un criterio como
el mencionado en el párrafo anterior, puede ayudar a salvar la dificultad que aqúı se
vislumbra.
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Conclusiones Generales y
Perspectivas de Investigación

En este último caṕıtulo se hará una recapitulación del trabajo presentado y de las
posibles alternativas de investigación a desarrollar.

Conclusiones Generales

Se ha intentado presentar un panorama general del estado del arte en la investi-
gación sobre la detección e identificación de fallas en estructuras civiles. Si bien esta
es una disciplina que se ha venido desarrollando durante los últimos veinte años,
las necesidades por cubrir aún son muchas, principalmente en páıses como México,
que a pesar de contar con una gran tradición en el campo de la Ingenieŕıa Śısmica,
estos últimos desarrollos interdisciplinares aún no permean en el gremio profesional
especializado.

Se ha planteado la posibilidad de un lenguaje común entre dos disciplinas de la
ingenieŕıa con grandes posibilidades en el páıs. Por un lado, el Control Automático
con una gama amplia de técnicas y algoritmos encaminados al análisis y control de
sistemas electromecánicos y procesos industriales, y por el otro la Ingenieŕıa Śısmica
con una gran diversidad de necesidades que sólo se podrán resolver con las técnicas
más avanzadas en el ámbito de la identificación y control de sistemas. Asimismo, la
Ingenieŕıa Śısmica al presentar nuevos retos también presenta formas alternativas
de dar solución a los problemas que indudablemente enriqueceran a otras disciplinas
como el Control Automático.

Se ha mostrado que los modelos matemáticos empleados por una y otra disciplina
pueden llegar a ser equivalentes entre śı, con la ventaja de proveer de soluciones
novedosas a ambas partes.

Se han estudiado e implementado técnicas de identificación en el espacio de es-
tados, tales como los algoritmos de identificación ERA-OKID y Subespacial. Si bien
ambos algoritmos se desarrollan en el espacio de estados y comparten los fundamen-
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tos, es importante reconocer sus diferencias para obtener el mejor provecho de su
utilización. De las comparaciones realizadas se puede concluir que ambos algoritmos
dan excelentes resultados en sistemas en los que la complejidad se encuentra acotada
en términos de sus caracteŕısticas internas y en términos de las señales de entrada y
salida con las que interactúan. Por otro lado, cuando se aplican a estructuras de una
complejidad mayor como las estructuras civiles, se perciben problemas en cuanto
al tipo de señal que se utiliza y al contenido de frecuencias de la misma. En par-
ticular, el algoritmo ERA-OKID ha mostrado ser más sensible a estas condiciones,
mientras que el algoritmo Subespacial ha mostrado tener un mejor desempeño aún
en las condiciones que se manejan en los sistemas de estructuras civiles.

Un punto importante a señalar es el hecho de que los algoritmos que se han
utilizado han sido probados ampliamente y con excelentes resultados en sistemas
en los que las señales, de entrada principalmente, son fácilmente reconocibles y pre-
decibles, lo cual no puede aplicarse a las estructuras civiles, ya que las excitaciones
a las que éstas se ven sometidas no son de ningún modo predecibles, y sus carac-
teŕısticas vaŕıan drásticamente de un instante a otro, por lo que al implementar los
algoritmos exitosos en el ámbito del Control Automático, se les somete a condicio-
nes para las cuales no han sido desarrollados y en consecuencia su comportamiento
puede no ser tan notable como lo ha demostrado ser en condiciones más favorables.
Sin embargo, el hecho de seguir obteniendo resultados confiables a través de ellos,
es un paso importante en su desarrollo mismo y en el desarrollo de la Ingenieŕıa
Śısmica desde el punto de vista del monitoreo de la salud estructural.

Por los resultados obtenidos se concluye que el algoritmo de identificación subes-
pacial es una herramienta confiable para ser utilizada en la identificación de sistemas
de estructuras civiles, ya que por su robustez y eficiencia computacional provee de
resultados que pueden ser utilizados en procesos de identificación y detección de
fallas en este tipo de sistemas.

El llevar a cabo la identificación de los sistemas estructurales en el dominio de
las ecuaciones diferenciales de segundo orden que los describe, provee de ventajas
importantes en tanto que es posible obtener directamente parámetros f́ısicos de la
estructura tales como masa, amortiguamiento y rigidez, que permiten tener una
idea clara del estado de la misma. No obstante lo anterior, el utilizar algoritmos en
este tipo exige el conocimiento previo de la estructura del sistema, lo cual, como ha
sido demostrado en la identificación del edificio instrumentado mediante el método
de mı́nimos cuadrados, es una tarea complicada y dif́ıcil de solucionar.

Se ha propuesto una metodoloǵıa que combina ideas y conceptos básicos de
la identificación de sistemas en el espacio de estados, con criterios de dinámica
estructural, para llevar a cabo la detección de fallas en inmuebles parcialmente ins-
trumentados. Si bien pueden encontrarse en la literatura procedimientos y técnicas
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más elaboradas que parten del hecho de contar con una instrumentación mayor en
los edificios, es importante seguir trabajando en técnicas que obtengan el mayor
provecho de instrumentaciones más modestas.

Los resultados que se han obtenido permiten corroborar aspectos básicos en los
criterios que tradicionalmente se siguen en la Ingenieŕıa Śısmica; un ejemplo de ello
es el haber podido comprobar que el porcentaje de amortiguamiento cŕıtico en el
edificio instrumentado es prácticamente del 5 %. Para cualquier persona que trabaje
en el diseño śısmico de edificios probablemente le parecerá un dato trivial por ser
ampliamente conocido, sin embargo, el poder comprobar de forma tan clara lo que
los libros y la teoŕıa dice resulta ser edificante. No hay que olvidar que muchos
de los datos que se utilizan en el diseño śısmico de edificios, a pesar de lo que
muchos puedan pensar, aún no tienen un sustento teórico confiable, y la práctica e
investigación constante poco a poco van descubriendo y explicando por qué funciona
lo que ya se sabe que funciona.

El hecho de que las estructuras civiles sean sistemas mecánicos sumamente com-
plejos no sólo representa desventajas en el uso de algoritmos desarrollados para
sistemas más simples, ya que gracias a su complejidad y tamaño, lo que en otros
sistemas puede ser una complicación en su manejo, en ellos son aspectos que no
modifican los resultados obtenidos; un ejemplo de ello puede ser el problema de
los retardos, el cual en un sistema tan complejo como un edificio acaba por no ser
problema.

Se ha observado que es necesario generar una serie de técnicas paralelas para el
monitoreo de la salud estructural de un inmueble, ya que los resultados parciales
que se obtienen con técnicas aisladas pueden generar conclusiones que carezcan de
validez. Como ejemplo se puede tomar uno de los resultados del último caṕıtulo,
en el cual se encontró que una reducción en la norma cuadrática de las matrices de
rigidez equivalentes del inmueble no siempre se debe a la aparición de una falla en la
estructura, ya que también existe una disminución en ese parámetro cuando la señal
de excitación presenta un peŕıodo de vibración cercano al del inmueble, lo cual se
conoce como resonancia; sin embargo, la resonancia no necesariamente generará un
patrón de fallas en el inmueble como quedó demostrado con el sismo registrado en el
edificio instrumentado el 13 de enero de 2001, aunque el procedimiento de detección
de fallas haya dado como resultado un decremento en la norma cuadrática de las
matrices de rigidez equivalentes calculadas.

Por último, aunque la ĺınea de investigación de este trabajo no fue en torno de la
no linealidad de las estructuras, se colaboró en investigaciones sobre el tema como
complemento a la investigación doctoral [13] y [14].
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Perspectivas de Investigación

Las perspectivas de investigación son variadas. Por un lado hay una ĺınea abierta
en la identificación del comportamiento lineal de las estructuras y otra en la identi-
ficación del comportamiento no lineal de las mismas. La primera de ellas va acorde
a la forma en que comúnmente se modelan y diseñan la mayoŕıa de los edificios en
ciudades como la de México, aún sus construcciones más importantes siguen esta
filosof́ıa de diseño. Por otro lado, la tendencia a tomar en cuenta la no linealidad de
las estructuras fuera del ámbito netamente académico es algo que poco a poco va
adquiriendo mayor importancia, y si bien este cambio implica más que un cambio
de métodos, un cambio de filosof́ıa y costumbres, la mayoŕıa de las veces regidas
estas últimas por los aspectos económicos, es importante que la academia se en-
cuentre preparada y sea ella misma impulsora de los cambios que en el futuro se
irán generando en la práctica de la Ingenieŕıa Estructural.

En cuanto a la ĺınea de investigación del comportamiento lineal de las estructu-
ras es importante que cada vez más ingenieros de ambas especialidades, el Control
Automático y la Ingenieŕıa Śısmica, interactúen entre śı para seguir aprovechando
los aportes de cada una de sus disciplinas. En particular, se debe seguir investigan-
do y analizando las bondades de los algoritmos subespaciales en la identificación de
estructuras civiles; actualmente en Europa se han venido desarrollando investiga-
ciones sobre su aplicación en sistemas de antenas de telecomunicación y en puentes,
y si bien la configuración de un edificio es más complicada que dichas estructuras,
es necesario seguir trabajando en nuevas técnicas que permitan obtener mejores
resultados con estas metodoloǵıas.

Evidentemente también la investigación en torno a la identificación de los paráme-
tros f́ısicos que definen a la ecuación diferencial de segundo orden de los sistemas
mecánicos debe ser atendida. La principal dificultad de estas técnicas es la exigen-
cia de conocer de antemano la estructura del modelo, sin embargo, esta necesidad
puede ser a la vez su mayor ventaja, ya que la investigación sobre la estructura
de los sistemas siempre dará mayores luces para su comprensión, y por otro lado,
de obtenerse mejores resultados con estas técnicas las perspectivas serán muy im-
portantes, ya que se estaŕıa en posibilidad de conocer más directamente el estado
f́ısico del inmueble. Las ĺıneas de investigación en este campo pueden derivarse en
el estudio del método de mı́nimos cuadrados con diferentes caracteŕısticas, como
los muchos que ya existen, o bien, se puede continuar con el estudio de algoritmos
gradientes [14] y [35].

Una ĺınea de investigación que ya se ha tratado en otras disciplinas, como la
Ingenieŕıa Eléctrica y Electrónica, es la que se refiere a la reducción y expansión
de modelos. Es claro el hecho de que al tener sistemas con tantos grados de liber-

iℵ



149

tad como los que tiene cualquier edificio es muy conveniente el contar con técnicas
confiables de reducción de modelos para poder aplicar las metodoloǵıas ya desarro-
lladas en el Control Automático. Asimismo, una vez que ya se hayan obtenido los
resultados esperados con dichas técnicas, será necesario traducir dichos resultados
en v́ıa opuesta al sistema original que dió origen al modelo reducido.

Una de las grandes ventajas que presenta el uso de algoritmos como el del
método de mı́nimos cuadrados y el gradiente es su capacidad de trabajarlos en
ĺınea, por lo que el desarrollo de algoritmos subespaciales recursivos redundaŕıa en
grandes beneficios para la identificación de estructuras civiles en ĺınea, eso siempre
y cuando dichos algoritmos mantuvieran la robustez y capacidad computacional de
los actuales algoritmos fuera de ĺınea.

Un tema que se tocó en este trabajo de investigación, pero que por el curso
de la misma no fue posible estudiar con mayor profundidad, es el del desarrollo
de libreŕıas en un ambiente de programación dirigido principalmente al modelado
de sistemas mecánicos, como el que ofrece el lenguaje ModelicaMR. El incursionar
también en estos temas será de gran beneficio para todos aquellos interesados en el
tema.

Por último, la investigación en torno al monitoreo de la salud estructural de
edificios se seguirá dando en las principales potencias tecnológicas del mundo, por
lo que es urgente la necesidad de formar en nuestro páıs a especilistas en el tema que
puedan entender y competir en este campo de la ingenieŕıa, no por ser actualmente
un tema de moda o novedad, sino porque ya es una necesidad que la ingenieŕıa me-
xicana conozca y domine el tema si se pretende seguir siendo una de las ingenieŕıas
de referencia a nivel mundial por lo que a la Ingenieŕıa Śısmica se refiere.

En resumen, desde el punto de vista del que presenta este trabajo, las ĺıneas
de investigación que pueden seguirse a raiz de lo desarrollado en este estudio se
enumeran a continuación:

Aplicación de los algoritmos de identificación subespacial en otros inmuebles
instrumentados, con el fin de observar su funcionamiento y evaluar su eficacia
con diferentes estructuraciones.

Continuar la investigación en torno al desarrollo y puesta a punto de algorit-
mos subespaciales en ĺınea.

Profundizar en el modelado y en la interacción entre los diferentes componen-
tes de los modelos de sistemas mecánicos descritos por ecuaciones diferenciales
de segundo orden, con el fin de instrumentar algoritmos de identificación de
sus principales parámetros sin recurrir al espacio de estados.
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Participar en el desarrollo de libreŕıas en un ambiente de programación para el
modelado de sistemas mecánicos; una excelente opción para ello es el lenguaje
ModelicaMR.

Participar en el desarrollo de prototipos de laboratorio que permitan experi-
mentar y evaluar algoritmos de identificación para estructuras civiles, antes
de ser instrumentados en estructuras reales, ya que con ello se logrará alcan-
zar una mejor comprensión de este tipo de sistemas evitando muchas de las
complejidades que por su tamaño, presentan las edificaciones de gran escala.
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Apéndice A

Fuentes de Información

En este apéndice se hará una breve reseña de las fuentes de información, y del
camino recorrido por el que presenta este trabajo, para que sirva de gúıa a todos
aquellos que utilicen este documento como referencia en futuras investigaciones.

Una de las principales dificultades que se tienen que salvar, cuando se comienza
una investigación interdisciplinaria, es la de establecer un lenguaje común entre las
disciplinas que confluirán en la investigación. Si el nuevo investigador tiene una
formación previa en Ingenieŕıa Civil, es muy importante que recurra a bibliograf́ıa
básica que le introduzca en el ambiente del Control Automático. Existen varios tex-
tos que tocan el tema del Control Automático, sin embargo, un texto que sirve como
puente entre ambas disciplinas es el trabajo de Luenberger [29], en él, el ingeniero
civil podrá encontrar un contexto propicio para iniciar su estudio en los sistemas
dinámicos desde una perspectiva diferente a la que cumúnmente maneja. Por otro
lado, si el nuevo investigador tiene una formación previa en Control Automático,
uno de los textos que mejor le podŕıa ayudar es el escrito por Gawronski [16], este
trabajo presenta de forma muy simple y directa una introducción a la dinámica
estructural desde un punto de vista de Control Automático.

Siguiendo en la búsqueda de formación antes de que información, después de
haber dado los primeros pasos con alguno de los textos mencionados en el párra-
fo anterior, dos excelentes libros en los que se podrá seguir profundizando en los
conceptos básicos son los escritos por Worden [54] y Nelles [35], y auqnue ambos
textos tratan de la identificación de sistemas no lineales, las bases que sientan para
los sistemas lineales son de gran ayuda para aquellos que comienzan a incursionar
en este campo.

La bibliograf́ıa obligada para aquellos que busquen conocer a profundidad los
fundamentos y aplicaciones del algoritmo ERA-OKID es el texto de Juang al que
se refiere la referencia [19], ya que todos los art́ıculos de investigación que dieron
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origen al algoritmo se encuentran englobados en él; un texto más actual y fácil
de conseguir, pero que no contiene toda la información necesaria para entender
los fundamentos del algoritmo, es el también escrito por Juang en colaboración con
Phan y que se describe en la referencia [21]. Por otro lado, si el interés está enfocado
a la identificación por medio de algoritmos subespaciales, el texto que concentra los
avances en el estado del arte en ese campo es el escrito por Van Overschee y De
Moor [50]. En cualquiera de los dos casos es conveniente tener como referencia de
respaldo el libro de Ljung [27].

Existen diferentes textos en el tema de la dinámica estructural, sin embargo,
el sustentante de este trabajo recomienda los escritos por Chopra [9] y Clough [7],
este último de dif́ıcil adquisición hoy en d́ıa; en su defecto el escrito por Paz [37] es
también una buena opción.

Para adentrarse en las diferentes investigaciones que se han venido realizando
en las últimas dos décadas, es obligado el estudio del documento elaborado por el
Laboratorio Nacional de Los Alamos [11] y que es fácilmente localizable en la red
cibernética (Internet). También existen diversas páginas electrónicas en donde se
puede encontrar información muy valiosa, entre ellas se cuentan las siguientes:

Página electrónica personal del Dr. Dionisio Bernal (Universidad de North-
Eastern)

Página electrónica de la Universidad de Columbia Británica (Vancouver). En
ella se podrán encontrar muchas ligas de interés.

Página electrónica personal del Dr. Carlos Ventura (Universidad de Columbia
Británica)

Por último, dos fuentes de información de suma importancia es la Biblioteca
de Ingenieŕıa Eléctrica del CINVESTAV y la Biblioteca Enzo Levi de la DEPFI-
UNAM. Sin embargo, si en ninguna de estas dos bibliotecas se encuentran los art́ıcu-
los de investigación requieridos, se puede acudir a la biblioteca Linda Hall Library
of Science, Engineering & Technology, y cuya página eléctronica pone a disposición
de los investigadores una enorme cantidad de art́ıculos cient́ıficos y técnicos para
acceder a ellos por medios electrónicos, los costos por cada art́ıculo fluctúan entre
los $14.00 y $20.00 USD.
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